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1 序論 
1.1 研究背景 

建築空間の音場や振動場の解析には波動音響理論に基づいた手法が存在する。波動音響
理論とは、波の伝搬、反射、回折、干渉などの波動現象を理解するための理論的枠組みであ
る。この理論は、建築音響学の基礎を成しており、波の性質や振る舞いを数学的に記述する。
この理論に基づいた解析では、波動方程式を解くことで予測を行うため、高精度の結果を得
られるが、一方で多⼤な計算時間を必要とするという欠点もある。波動音響理論に基づいた
解析手法は離散化の特徴により⼤きく有限要素法、境界要素法、有限差分法に分けることが
できる。本研究では、有限差分法の一種である時間領域有限差分法（Finite-Difference Time-
Domain 法、FDTD 法）[1]を用いて解析を行う。 
 流体である空気中を伝搬する空気伝搬音は波動音響理論に基づいた高速な計算手法が確
立されており、比較的短時間で音場解析を行うことができる。しかし、固体中を伝搬する固
体伝搬音の場合はまだ十分に高速な手法が確立されているとはいえず、膨⼤な計算時間が
かかることが多い。そこで、床衝撃音に代表される固体伝搬音の予測計算を高速化すること
で、遮音性能を低コストで評価することが可能となり、遮音設計がより容易になると考えた
ため、本研究に取り組むこととした。 
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1.2 研究目的 
 流体の FDTD 法には Standard FDTD (S-FDTD)法、Wave Equation FDTD (WE-FDTD)
法、Compact Explicit FDTD (CE-FDTD)法が提案されている。固体の FDTD 法には S-
FDTD 法しか提案されておらず、膨⼤な計算時間がかかってしまうという課題がある。本
研究では、流体の WE-FDTD 法の考え方を応用することで、高精度で高速な固体の WE-
FDTD 法を提案することを目的とする。 
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2 研究手法 
2.1 FDTD 法の概要 
 FDTD 法は、Yee[2]によって開発された数値解析手法の一つである。有限差分法とは音
場を空間的、時間的に離散化し、支配式となる微分方程式の微分係数を差分商で近似する解
析手法の総称である。Fig. 2.1.1 に示す格子を Yee セルと呼ぶ。空間的に離散化された一つ
のセルには音圧と粒子速度が互い違いに配置されている。また、Fig. 2.1.2 はスタガードグ
リッドと呼ばれる互い違いの格子を示しており、このグリッド上に離散的に定義された物
理量を時間が発展するように交互に計算する。これをリープフロッグアルゴリズムと呼ぶ。 
 

 
        Fig. 2.1.1 Yee セル        Fig. 2.1.2 スタガードグリッド 
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2.2 固体の波動方程式[3] 
 Fig. 2.2.1 のような𝑥,𝑦, 𝑧の直交座標空間に各辺がそれぞれΔx,Δy,Δz[m]で密度がρ[kg/
㎥]の微小体積がある。この物体の𝑥,𝑦, 𝑧方向の変位をそれぞれ𝑢௫,𝑢௬ ,𝑢௭[m]とする。この時
Δx,Δy,Δz が微小量であることを考慮すれば、三方向の運動方程式は Newton の運動の第
二法則により、 
 

 
Fig. 2.2.1 微小体積にかかる力 

 𝜌 డమ௨ೣడ௧మ ൌ డఙೣೣడ௫  డఙೣడ௬  డఙೣడ௭  (2.2.1) 

𝜌 డమ௨డ௧మ ൌ డఙೣడ௫  డఙడ௬  డఙడ௭  (2.2.2) 

𝜌 డమ௨డ௧మ ൌ డఙೣడ௫  డఙడ௬  డఙడ௭  (2.2.3) 

と表せる。𝜎[Pa]は𝑗方向を法線とする面にかかる𝑖方向の応力を表し、𝑖, 𝑗 ൌ 𝑥,𝑦, 𝑧である。
この微小体積が回転しないものとすると、𝜎௫௬ ൌ 𝜎௬௫ ,𝜎௬௭ ൌ 𝜎௭௬ ,𝜎௭௫ ൌ 𝜎௫௭である。 
 固体に発生する応力が変位勾配、すなわち、ひずみに比例して生じるものと考えれば、応
力は 

 𝜎 ൌ 𝑐 డ௨ೖడ  (2.2.4) 

という線形結合の形で書ける。ここで、𝑘, 𝑙 ൌ 𝑥,𝑦, 𝑧である。これを Hooke の法則とよぶ。
微小体積には粘性がなく、また、等方性を有していると仮定すると式(2.2.4)は 𝜎 ൌ 𝐴 ቀడ௨ೕడ  డ௨డ ቁ  𝐵 ቀడ௨ೣడ௫  డ௨డ௬  డ௨డ௭ ቁ 𝛿 (2.2.5) 

と書き換えられる。𝛿は𝑖 ൌ 𝑗の時 1、𝑖 ് 𝑗の時 0 であり、Kronecker のデルタと呼ばれる。
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式(2.2.5)の右辺第一項はせん断変形に関する応力、第二項は体積変化に対する応力であり、
これらにかかる係数 A, B をそれぞれ A=μ、B=λと置き換える。ここで、μ[Pa]は第一
Lamé 定数(せん断弾性係数)、λ[Pa]を第二 Lamé 定数と呼ぶ。 
 ここで、式(2.2.5)を式(2.2.1)（2.2.2）（2.2.3）に代入すれば、 𝜌 డమ𝐮డ௧మ = ሺ𝜆 + 𝜇ሻ∇ሺ∇்𝐮ሻ + 𝜇∇𝟐𝐮 (2.2.6) 

となる。ここで、 

∇= ⎣⎢⎢
⎢⎡ డడ௫డడ௬డడ௭⎦⎥⎥

⎥⎤  

である。恒等式    ∇×∇×𝐮 = ∇ሺ∇்𝐮ሻ − ∇ଶ𝐮 ↔ ∇ଶ𝐮 = ∇ሺ∇்𝐮ሻ − ∇×∇×𝐮 (2.2.7) 
を式(2.2.6)に代入すれば 𝜌 డమ𝐮డ௧మ = ሺ𝜆 + 2𝜇ሻ∇ሺ∇்𝐮ሻ − 𝜇∇×∇×𝐮 (2.2.8) 

となる。ここで、 

∇×= ⎣⎢⎢
⎢⎡ 0 − డడ௭ డడ௬డడ௭ 0 − డడ௫− డడ௬ డడ௫ 0 ⎦⎥⎥

⎥⎤  

∇ଶ= ∇்∇= డమడ௫మ + డమడ௬మ + డమడ௭మ  

である。Helmholtz の定理より、 𝐮 = −∇𝜑 + ∇×𝚿 (2.2.9) 
と分解できる。ここで𝜑[㎡]は変位スカラポテンシャル、Ψ[㎡]は変位ベクトルポテンシャ
ルである。 ∇×∇𝜑 = 0 (2.2.10) ∇்∇×𝚿=0 (2.2.11) 

を考慮し、(2.2.9)を(2.2.8)に代入すれば、 −∇ ቄ𝜌 డమఝడ௧మ − ሺ𝜆 + 2𝜇ሻ∇ଶ𝜑ቅ + ∇× ቄ𝜌 డమ𝚿డ௧మ + 𝜇∇×∇×𝚿ቅ = 0 (2.2.12) 

となる。また、(2.2.9)を(2.2.7)に代入すれば、 ∇×∇×𝚿 = −∇ଶ𝚿 (2.2.13) 
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が得られ、(2.2.12)は −∇ ቄ𝜌 డమఝడ௧మ − ሺ𝜆 + 2𝜇ሻ∇ଶ𝜑ቅ + ∇× ቄ𝜌 డమ𝚿డ௧మ + 𝜇∇ଶ𝚿ቅ = 0 (2.2.14) 

と書き換えられる。したがって、 డమఝడ௧మ = 𝑐ଶ∇ଶ𝜑 ൬𝑐 = ටఒାଶఓఘ ൰ (2.2.15) 

డమ𝚿డ௧మ = 𝑐௦ଶ∇ଶ𝚿 ൬𝑐௦ = ටఓఘ൰ (2.2.16) 

が求められる。これらが固体の波動方程式である。なお、𝑐[m/s]が縦波の位相速度、𝑐௦[m/s]が横波の位相速度である。 
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2.3 流体の S-FDTD 法 
(1)支配式 
 𝑥,𝑦の直交座標二次元空間に寸法が∆𝑥,∆𝑦[m]で密度が𝜌[kg/㎥]の空気粒子があり、各面に
音圧𝑝[N/㎡]が加わっている状態を考える。空気粒子の𝑥,𝑦方向の変位をそれぞれ𝑢௫ ,𝑢௬[m]
とする。この時、∆𝑥,∆𝑦が微小量であることを考慮すれば、𝑥,𝑦方向の運動方程式は、 𝜌 డమ௨ೣడ௧మ + డడ௫ = 0 (2.3.1) 

𝜌 డమ௨డ௧మ + డడ௬ = 0 (2.3.2) 

となる。また、空気粒子の各面の変位を考え、∆𝑥,∆𝑦が微小量であることを考慮すれば、空
気粒子の増分体積∆𝑉[㎥]は、 ∆𝑉 = (డ௨ೣడ௫ + డ௨డ௬ )∆𝑥∆𝑦 (2.3.3) 

となる。断熱変化を仮定すると、音圧と体積変化の関係は、理想気体の状態方程式から、体
積弾性率を𝜅[N/㎡]、変化前の体積を𝑉[㎥]とすると、 𝑝 = −𝜅 ∆  (2.3.4) 

と表せる。また、体積弾性率と密度、音速𝑐[m/s]には 𝜅 = 𝜌𝑐ଶ (2.3.5) 
の関係が成り立つ。式(2.3.3)〜式(2.3.5)より 𝑝 = −𝜌𝑐ଶ ቀడ௨ೣడ௫ + డ௨డ௬ ቁ (2.3.6) 

となり、これを音圧に関する連続方程式と呼ぶ。 
 
(2)更新式 
 S-FDTD 法では式(2.3.1)、(2.3.2)、(2.3.6)を支配式として音場の解析を行う。まず、こ
れらの式を一階の偏微分方程式とするために、式(2.3.6)の両辺を時間微分し、変位の時間微
分を粒子速度に置き換える。𝑥,𝑦方向の粒子速度をそれぞれ𝑣௫ , 𝑣௬[m/s]とすれば、解くべき
支配式は、 𝜌 డ௩ೣడ௧ = −డడ௫ (2.3.7) 

𝜌 డ௩డ௧ = −డడ௬ (2.3.8) 

డడ௧ = −𝜌𝑐ଶ ቀడ௩ೣడ௫ + డ௩డ௬ ቁ (2.3.9) 

となる。 
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 音圧や粒子速度は空間や時間に関して連続的に変化するが、計算機では残念ながら連続
な関数を扱うことが不可能である。そこで、空間や時間をある単位で区切り、その区切りご
との離散的な値を用いることで連続的な関数を近似する。このように、空間や時間を単位で
区切ることを離散化と呼び、空間に関する区切り幅を空間離散化幅、時間に関する幅を時間
離散化幅、区切りごとの離散的な値を定めた点を参照点と呼ぶ。Fig. 2.1.1 や Fig. 2.1.2 のよ
うに音圧と空気粒子を空間離散化幅の半ステップごとに互い違いに配置する。Fig. 2.1.2 の
ように音圧と空気粒子を空間離散化幅の半ステップごとに互い違いに配置する。ここで、空
間ステップを𝑖,𝑗、時間ステップを𝑛とし、この時の音圧の値を𝑝(𝑖,𝑗)[N/㎡]、空間ステップ
が𝑖+0.5,𝑗、時間ステップが𝑛+0.5 であるときの𝑥方向の粒子速度を𝑣௫ା.ହ(𝑖+0.5,𝑗)[m/s]など
と表記する。ここで、上記支配式を、 

𝑓ᇱ(𝑥) = ቀ௫ାమቁିቀ௫ିమቁ  (2.3.10) 

という差分商を用いて近似する。この差分近似の方法を中心差分スキームと呼ぶ。これを適
用すれば、式(2.3.7)〜(2.3.9)は、 𝑣௫ା.ହ(𝑖 + 0.5, 𝑗) = 𝑣௫ି.ହ(𝑖 + 0.5, 𝑗) − ∆௧ఘ∆௫ ሼ𝑝(𝑖 + 1, 𝑗) − 𝑝(𝑖, 𝑗)ሽ (2.3.11) 

𝑣௬ା.ହ(𝑖, 𝑗 + 0.5) = 𝑣௬ି.ହ(𝑖, 𝑗 + 0.5) − ∆௧ఘ∆௬ ሼ𝑝(𝑖, 𝑗 + 1) − 𝑝(𝑖, 𝑗)ሽ (2.3.12) 

  𝑝ାଵ(𝑖, 𝑗) = 𝑝(𝑖, 𝑗) − 𝜌𝑐ଶ∆𝑡∆𝑥 ሼ𝑣௫ା.ହ(𝑖 + 0.5, 𝑗) − 𝑣௫ା.ହ(𝑖 − 0.5, 𝑗)ሽ 
                         −ఘమ∆௧∆௫ ൛𝑣௬ା.ହ(𝑖, 𝑗 + 0.5) − 𝑣௬ା.ହ(𝑖, 𝑗 − 0.5)ൟ (2.3.13) 

となり、𝑥,𝑦方向それぞれの粒子速度更新式と音圧更新式が得られる。式(2.3.11)(2.3.12)に
より、任意の空間、時間ステップの粒子速度は、同じ空間ステップの 1 時間ステップ前の粒
子速度と、隣接する空間ステップの半時間ステップ前の音圧によって求めることができる。
また、同様に式(2.3.13)により、任意の空間、時間ステップの音圧は、同じ空間ステップの
1 時間ステップ前の音圧と、隣接する空間ステップの半時間ステップ前の粒子速度によって
求めることができる。以上より、初期条件さえわかれば、全空間ステップについて音圧と粒
子速度を交互に計算することで、次々と新しい時間ステップの音圧分布、及び粒子速度分布
を求めることが可能となる。 
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(3)境界条件 

 
Fig. 2.3.1 一次元音場の境界条件 

 
 FDTD 法では空間を離散化して計算を行うため、解析対象空間の⼤きさを決めなければ
ならない。しかし、式(2.3.11)~(2.3.13)では更新の対象とする参照点から半ステップずれた
点の値が必要となるため、解析対象領域の端を計算することが不可能である。そのため、端
を計算するための処理が必要となり、この処理の条件を境界条件と呼ぶ。Fig. 2.3.1 に示す
ような一次元音場を考える。それぞれの参照点の下には空間ステップ𝑖の値が記されている。
この時、𝑖 = 1~𝑁の音圧と、𝑖 = 1.5~𝑁 − 0.5の粒子速度は自身の両端に参照点があるため、
式(2.3.11)や𝑣௬の項を無視した式(2.3.13)で更新が可能である。しかし、𝑖 = 0.5の粒子速度は
左側、𝑖 = 𝑁 + 0.5の粒子速度は右側の音圧が定義されていないため、式(2.3.11)では更新す
ることができない。これらを更新するために、簡単な境界条件を紹介する。考える境界は剛
体との境界である。ここで、剛体とは十分に硬くて重く、全く運動しない物体のことをいう。
この時、剛体に接する空気も運動しない。これらより、境界条件は、「境界上の粒子速度が
常にゼロ」となる。したがって、Fig. 2.3.1 に示す両端の粒子速度はすべての時間ステップ
に対して、 𝑣௫ା.ହ(0.5) = 𝑣௫ା.ହ(𝑁 + 0.5) = 0 (2.3.14) 
となる。 

二次元の場合には、𝑦方向についても同様に、 𝑣௬ା.ହ(0.5) = 𝑣௬ା.ହ(𝑁 + 0.5) = 0 (2.3.15) 
となる。 
 
(4)安定条件 
 計算を始める前に空間離散化幅と時間離散化幅を決定しなければいけないが、これらの
値によっては解が発散してしまう場合がある。ここでは、解が発散しないための離散化幅の
設定方法を述べる。まず、解析対象とする上限の周波数を決定する。FDTD 法では参照点
によって連続的な波動を近似表現するため、波⻑に対して十分に細かい値を採用する必要
があり、一般的には波⻑の 10〜20 分の１程度の細かさが必要とされている。しかし、計算
機のメモリにも上限があり、空間離散化幅を小さくするほど容量が⼤きく、また、計算時間
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も⻑くなってしまうため、これらを勘案して決定する必要がある。時間離散化幅については、
次の検討を行い、条件を満たすよう決定する。 𝑣௫ା.ହ(𝑖 + 0.5, 𝑗) = 𝑣௫ା.ହ𝑒൛ೣ(ା.ହ)∆௫ା∆௬ൟ (2.3.16) 𝑝(𝑖, 𝑗) = 𝑝𝑒൛ೣ∆௫ା∆௬ൟ (2.3.17) 
上記の式は平面波を表す。平面波(2.3.16)を更新式(2.3.11)に代入し、𝑆௫ = 2sin(𝑘௫∆/2)/∆と
してすれば、 𝑣௫ା.ହ = 𝑣௫ି.ହ − 𝑖 ∆௧ఘ 𝑆௫𝑝 (2.3.18) 

が得られる。同様に 𝑣௬ା.ହ = 𝑣௬ି.ହ − 𝑖 ∆௧ఘ 𝑆௬𝑝 (2.3.19) 

となる。一方、平面波(2.3.17)を更新式(2.3.13)に代入すれば、 𝑝ାଵ = 𝑝 − 𝑖𝜌𝑐ଶ∆𝑡൫𝑆௫𝑣௫ା.ହ + 𝑆௬𝑣௬ା.ହ൯ (2.3.20) 
が得られる。さらに、式(2.3.20)に式(2.3.18)、(2.3.19)を代入すれば、 𝑝ାଵ = ൛1 − 𝑐ଶ∆𝑡ଶ൫𝑆௫ଶ + 𝑆௬ଶ൯ൟ𝑝 − 𝑖𝜌𝑐ଶ∆𝑡൫𝑆௫𝑣௫ି.ହ + 𝑆௬𝑣௬ି.ହ൯ (2.3.21) 
となり、これらを行列表記でまとめると、 

𝑣௫ା.ହ𝑣௬ା.ହ𝑝ାଵ  = ⎣⎢⎢⎢
⎡ 1 0 −𝑖 ∆௧ఘ 𝑆௫0 1 −𝑖 ∆௧ఘ 𝑆௬−𝑖𝜌𝑐ଶ∆𝑡𝑆௫ −𝑖𝜌𝑐ଶ∆𝑡𝑆௬ 1 − 𝑐ଶ∆𝑡ଶ൫𝑆௫ଶ + 𝑆௬ଶ൯⎦⎥⎥

⎥⎤ 𝑣௫ି.ହ𝑣௬ି.ହ𝑝  (2.3.22) 

↔ Xାଵ = AX 
と表される。この時、ベクトル X が発散しないためには行列 A のすべての固有値の絶対値
が 1 以下でなければならない。これらを満足しない時間離散化幅を採用すると解が発散す
る。そのため、これらを安定条件と呼ぶ。 
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2.4 流体の WE-FDTD 法[4] 
(1)支配式 
 2.3 節と同じ計算条件を考えると、式(2.3.1)(2.3.2)(2.3.6)より、流体の波動方程式は、 ଵమ డమడ௧మ = డమడ௫మ + డమడ௬మ (2.4.1) 

で表される。 
 
(2)更新式 

式(2.4.1)に差分近似を適用すると、更新式として 𝑝ାଵ(𝑖, 𝑗) = 2𝑝(𝑖, 𝑗) − 𝑝ିଵ(𝑖, 𝑗) + ቀ∆௧∆௫ ቁଶ ሼ𝑝(𝑖 + 1, 𝑗) − 2𝑝(𝑖, 𝑗) + 𝑝(𝑖 − 1, 𝑗)ሽ +
                          ቀ∆௧∆௬ ቁଶ ሼ𝑝(𝑖, 𝑗 + 1) − 2𝑝(𝑖, 𝑗) + 𝑝(𝑖, 𝑗 − 1)ሽ (2.4.2) 

が得られる。これにより、任意の空間、時間ステップの音圧は一時間ステップ、二時間ス
テップ前の音圧を使用することで求めることが可能となる。 
 
(3)境界条件 
 境界に関しては、まず解析対象空間の外側に仮想的な音圧参照点を考え、その値と解析対
象空間内の音圧の値から境界上の粒子速度を求める式を作成する。粒子速度が適切な値に
なるよう仮想的な音圧の値を決定することで境界条件を満足させる。 
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2.5 固体の S-FDTD 法[5] 
(1)支配式 
 2.3 節と同じ計算条件を考えると、固体の運動方程式は 𝜌 డమ௨ೣడ௧మ = డ்ೣ ೣడ௫ + డ்ೣ డ௬  (2.5.1) 

𝜌 డమ௨డ௧మ = డ ்ೣడ௬ + డ ்డ௬  (2.5.2) 

と表せる。ここで、𝑇௫௫,௬௬は垂直応力、𝑇௫௬,௬௫はせん断応力である。この固体は回転しないた
め、𝑇௫௬ୀ𝑇௬௫となる。また、Hooke の法則により、 𝑇௫௫ୀ(𝜆 + 2𝜇) డ௨ೣడ௫ + 𝜆 డ௨డ௬  (2.5.3) 

𝑇௬௬ୀ𝜆 డ௨ೣడ௫ + (𝜆 + 2𝜇) డ௨డ௬  (2.5.4) 

𝑇௫௬ = 𝑇௬௫ = 𝜇 ቀడ௨ೣడ௬ + డ௨డ௫ ቁ (2.5.5) 

が成り立つ。ここで、𝜇は第一 Lamé 定数(せん断弾性係数)、λを第二 Lamé 定数と呼ぶ。
なお、体積弾性率𝜅は Lamé 定数を用いて𝜅 = 𝜆 + ଶଷ 𝜇と表される。 
 
(2)更新式 
 式(2.5.1)~(2.5.5)を一階の偏微分方程式とするために、粒子速度を用いた表現に変更し、
また、これら式(2.5.3)~(2.5.5)の両辺を時間微分すると、 𝜌 డ௩ೣడ௧ = డ்ೣ ೣడ௫ + డ்ೣ డ௬  (2.5.6) 

𝜌 డ௩డ௧ = డ்ೣ డ௫ + డ ்డ௬  (2.5.7) 

డ்ೣ ೣడ௧ = (𝜆 + 2𝜇) డ௩ೣడ௫ + 𝜆 డ௩డ௬  (2.5.8) 

డ ்డ௧ =  𝜆 డ௩ೣడ௫ +(𝜆 + 2𝜇) డ௩డ௬  (2.5.9) 

డ்ೣ డ௧ = 𝜇 ቀడ௩ೣడ௬ + డ௩డ௫ ቁ (2.5.10) 

となる。 
 差分近似を式(2.5.6)~(2.5.10)に適用すると、 
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𝑣௫ା.ହ(𝑖 + 0.5, 𝑗)= 𝑣௫ି.ହ(𝑖 + 0.5, 𝑗)+ ∆𝑡𝜌 ቊ𝑇௫௫(𝑖 + 1, 𝑗) − 𝑇௫௫(𝑖, 𝑗)∆𝑥+ 𝑇௫௬(𝑖 + 0.5, 𝑗 + 0.5) − 𝑇௫௬(𝑖 + 0.5, 𝑗 − 0.5)∆𝑦 ቋ 

 (2.5.11) 𝑣௬ା.ହ(𝑖 + 0.5, 𝑗)= 𝑣௬ି.ହ(𝑖 + 0.5, 𝑗)+ ∆𝑡𝜌 ቊ𝑇௫௬(𝑖 + 1, 𝑗) − 𝑇௫௬(𝑖, 𝑗)∆𝑥+ 𝑇௬௬(𝑖 + 0.5, 𝑗 + 0.5) − 𝑇௬௬(𝑖 + 0.5, 𝑗 − 0.5)∆𝑦 ቋ 

 (2.5.12) 𝑇௫௫ାଵ(𝑖 + 0.5, 𝑗 + 0.5)= 𝑇௫௫(𝑖 + 0.5, 𝑗 + 0.5)+ ∆𝑡(𝜆 + 2𝜇)𝑣௫ା.ହ(𝑖 + 1, 𝑗 + 0.5) − 𝑣௫ା.ହ(𝑖, 𝑗 + 0.5)∆𝑥+ ∆𝑡𝜆 𝑣௬ା.ହ(𝑖 + 0.5, 𝑗 + 1) − 𝑣௬ା.ହ(𝑖 + 0.5, 𝑗)∆𝑦  

 (2.5.13) 𝑇௬௬ାଵ(𝑖 + 0.5, 𝑗 + 0.5)
= 𝑇௬௬(𝑖 + 0.5, 𝑗 + 0.5) + ∆𝑡𝜆 𝑣௫ା.ହ(𝑖 + 1, 𝑗 + 0.5) − 𝑣௫ା.ହ(𝑖, 𝑗 + 0.5)∆𝑥+ ∆𝑡(𝜆 + 2𝜇) 𝑣௬ା.ହ(𝑖 + 0.5, 𝑗 + 1) − 𝑣௬ା.ହ(𝑖 + 0.5, 𝑗)∆𝑦  

 (2.5.14) 𝑇௫௬ାଵ(𝑖 + 0.5, 𝑗 + 0.5)
= 𝑇௫௬(𝑖 + 0.5, 𝑗 + 0.5) + 𝜇 𝑣௬ା.ହ(𝑖 + 1, 𝑗 + 0.5) − 𝑣௬ା.ହ(𝑖, 𝑗 + 0.5)∆𝑥+ 𝜇 𝑣௫ା.ହ(𝑖 + 0.5, 𝑗 + 1) − 𝑣௫ା.ହ(𝑖 + 0.5, 𝑗)∆𝑦  

 (2.5.15) 
となる。上記の式により、任意の空間、時間ステップの粒子速度は、同じ空間ステップの一
時間ステップ前の粒子速度と隣接する空間ステップの半時間ステップ前の垂直応力とせん
断応力によって求めることができる。また、任意の空間、時間ステップの垂直応力、せん断
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応力は同じ空間ステップの一時間ステップ前の垂直応力と隣接する空間ステップの半時間
ステップ前の粒子速度によって求めることができる。以上より流体と同じように初期条件
さえわかれば、全空間ステップについて粒子速度と垂直応力、せん断応力を交互に計算する
ことで、新しい時間ステップの粒子速度と垂直応力、せん断応力を求めることが可能となる。 
 
(3)境界条件 
 粒子速度についての境界条件は式(2.3.14),(2.3.15)と同様に 𝑣௫ା.ହ(0.5) = 𝑣௫ା.ହ(𝑁 + 0.5) = 0 (2.5.14) 
となる。𝑦方向についても同様に、 𝑣௬ା.ହ(0.5) = 𝑣௬ା.ହ(𝑁 + 0.5) = 0 (2.5.15) 
 せん断応力についての境界条件は Fig. 2.3.1 の場合、 𝑇௫௬(0,1~𝑗 − 1) = 𝑇௫௬(0,1~𝑗 − 1) + 2𝜇 ∆௧∆௫ 2𝑣௬(1,1~𝑗 − 1) + 2𝜇 ∆௧∆௬ ሼ𝑣௫(0,2~𝑗) −                                     𝑣௫(0,1~𝑗 − 1)ሽ (2.5.16) 
となる。𝑣௬が左側に存在しないが、境界上の粒子速度が 0 であることから、右の𝑣௬の逆符号
の値を左側に仮定することで得られたものである。 
 

 
Fig. 2.3.1 境界条件（左半分が剛体） 

 
同様にして、 𝑇௫௬(𝑖, 1~𝑗 − 1) = 𝑇௫௬(𝑖, 1~𝑗 − 1) − 2𝜇 ∆௧∆௫ 2𝑣௬(𝑖, 1~𝑗 − 1) + 2𝜇 ∆௧∆௬ ሼ𝑣௫(𝑖, 2~𝑗) −                                     𝑣௫(𝑖, 1~𝑗 − 1)ሽ (2.5.17) 𝑇௫௬(1~𝑖 − 1,0) = 𝑇௫௬(1~𝑖 − 1,0) + 2𝜇 ∆௧∆௫ ൛𝑣௬(2~𝑖, 0) − 𝑣௬(1~𝑖 − 1,0)ൟ + 2𝜇 ∆௧∆௬ 2𝑣௫(1~𝑖 − 1,1)
 (2.5.18) 
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𝑇௫௬(1~𝑖 − 1, 𝑗) = 𝑇௫௬(1~𝑖 − 1, 𝑗) + 2𝜇 ∆௧∆௫ ൛𝑣௬(2~𝑖, 𝑗) − 𝑣௬(1~𝑖 − 1, 𝑗)ൟ − 2𝜇 ∆௧∆௬ 2𝑣௫(1~𝑖 − 1, 𝑗)
 (2.5.19) 
が得られ、四辺それぞれの境界条件を求めることができる。また、空間の四隅については、
同様の考え方を拡張し、 𝑇௫௬(0,0) = 𝑇௫௬(0,0) + 4𝜇 ∆௧∆௫ 2𝑣௬(1,0) + 4𝜇 ∆௧∆௬ 2𝑣௫(0,1) (2.5.20) 

𝑇௫௬(𝑖, 0) = 𝑇௫௬(𝑖, 0) − 4𝜇 ∆௧∆௫ 2𝑣௬(𝑖, 0) + 4𝜇 ∆௧∆௬ 2𝑣௫(𝑖, 1) (2.5.21) 

𝑇௫௬(0, 𝑗) = 𝑇௫௬(0, 𝑗) + 4𝜇 ∆௧∆௫ 2𝑣௬(1, 𝑗) − 4𝜇 ∆௧∆௬ 2𝑣௫(0, 𝑗) (2.5.22) 

𝑇௫௬(𝑖, 𝑗) = 𝑇௫௬(𝑖, 𝑗) − 4𝜇 ∆௧∆௫ 2𝑣௬(𝑖. 𝑗) − 4𝜇 ∆௧∆௬ 2𝑣௫(𝑖, 𝑗) (2.5.23) 

で更新できる。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



16 
 

2.6 固体の WE-FDTD 法 
(1)支配式 
 2.2 節で述べた固体の波動方程式より 
డమఝడ௧మ = 𝑐ଶ∇ଶ𝜑 (2.6.1) 

డమఅೣడ௧మ = 𝑐௦ଶ∇ଶ𝛹௫ (2.6.2) 

డమఅడ௧మ = 𝑐௦ଶ∇ଶ𝛹௬ (2.6.3) 

డమఅడ௧మ = 𝑐௦ଶ∇ଶ𝛹௭ (2.6.4) 

が得られた。本研究では簡単のために音場を二次元空間として考えるため、上記の方程式を

二次元へ変換していく必要がある。二次元場の場合、 డడ௭ = 0,𝑢௭ = 0となる。この時、 ∇×∇×𝐮 = −∇ଶ𝐮 + ∇(∇்𝐮) (2.6.5) 
が成り立つ。また、変位に関する波動方程式は、   𝜌 𝜕ଶ𝐮𝜕𝑡ଶ = (𝜆 + 𝜇)∇(∇்𝐮) + 𝜇ሼ∇(∇்𝐮) − ∇×∇×𝐮ሽ 
↔ ቐ𝜌 డమ௨ೣడ௧మ = 𝜇 ቀ డమడ௫మ + డమడ௬మቁ 𝑢௫ + (𝜆 + 𝜇) డడ௫ ቀడ௨ೣడ௫ + డ௨డ௬ ቁ𝜌 డమ௨డ௧మ = 𝜇 ቀ డమడ௫మ + డమడ௬మቁ 𝑢௬ + (𝜆 + 𝜇) డడ௬ ቀడ௨ೣడ௫ + డ௨డ௬ ቁ (2.6.6) 

となる。2.2 節では変位ポテンシャルを考えたが、ここでは速度ポテンシャルを考える。二

次元場の場合、 డడ௭ = 0,𝛹௫ = 𝛹௬ = 0であり、速度ベクトルポテンシャルはスカラとなる。そ

の値を𝛹とすれば、 

𝐯 = 𝑣௫𝑣௬𝑣௭൩ = −∇𝛷 + ∇×𝚿 = ⎣⎢⎢
⎡− డఃడ௫ + డఅడ௬− డఃడ௬ − డఅడ௫0 ⎦⎥⎥

⎤
 (2.6.7) 

が成り立つ。速度ポテンシャルに関する波動方程式は、変位ポテンシャルを考えた場合と
変わらず、 డమఃడ௧మ = 𝑐ଶ ቀడమఃడ௫మ + డమఃడ௬మቁ  ቆ𝑐𝐿 = ට𝜆+2𝜇𝜌 ቇ (2.6.8) 

డమఅడ௧మ = 𝑐௦ଶ ቀడమఅడ௫మ + డమఅడ௬మቁ ൬𝑐௦ = ටఓఘ൰ (2.6.9) 

となる。 
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(2)更新式 
 式(2.6.8)、(2.6.9)に差分近似を適用すれば、 𝛷ାଵ(𝑖, 𝑗) = 2𝛷(𝑖, 𝑗) −𝛷ିଵ(𝑖, 𝑗) + ಽమ∆௧మ∆௫మ ሼ𝛷(𝑖 + 1, 𝑗) − 2𝛷(𝑖, 𝑗) + 𝛷(𝑖 − 1, 𝑗)ሽ +
  ಽమ∆௧మ∆௬మ ሼ𝛷(𝑖, 𝑗 + 1) − 2𝛷(𝑖, 𝑗) + 𝛷(𝑖, 𝑗 − 1)ሽ (2.6.10) 

𝛹ାଵ(𝑖, 𝑗) = 2𝛹(𝑖, 𝑗) −𝛹ିଵ(𝑖, 𝑗) + ೞమ∆௧మ∆௫మ ሼ𝛹(𝑖 + 1, 𝑗) − 2𝛹(𝑖, 𝑗) + 𝛹(𝑖 − 1, 𝑗)ሽ +
  ೞమ∆௧మ∆௬మ ሼ𝛹(𝑖, 𝑗 + 1) − 2𝛹(𝑖, 𝑗) + 𝛹(𝑖, 𝑗 − 1)ሽ (2.6.11) 

となる。また、式(2.6.7)より、 𝑣௫ = −డఃడ௫ + డఅడ௬  (2.6.12) 

𝑣௬ = −డఃడ௬ − డఅడ௫  (2.6.13) 

であり、式(2.6.12)、(2.6.13)に差分近似を適用すれば、 𝑣௫(𝑖, 𝑗) = −ః(ାଵ,)ିః(ିଵ,)ଶ∆௫ + అ(,ାଵ)ିఅ(,ିଵ)ଶ∆௬  (2.6.14) 

𝑣௬(𝑖, 𝑗) = −ః(,ାଵ)ିః(,ିଵ)ଶ∆௬ ーఅ(ାଵ,)ିఅ(ିଵ,)ଶ∆௫  (2.6.15) 

となり、粒子速度の値が得られる。 
 
(3)境界条件 
 固定境界上では、𝑣௫ = 𝑣௬ = 0であるので、 𝑣௫(𝑖, 𝑗) = −ః(ାଵ,)ିః(ିଵ,)ଶ∆௫ + అ(,ାଵ)ିఅ(,ିଵ)ଶ∆௬ = 0 (2.6.15) 

𝑣௬(𝑖, 𝑗) = −ః(,ାଵ)ିః(,ିଵ)ଶ∆௬ − అ(ାଵ,)ିఅ(ିଵ,)ଶ∆௫ = 0 (2.6.16) 

となる。上記の式より、 −∆𝑦ሼ𝛷(𝑖 + 1, 𝑗) − 𝛷(𝑖 − 1, 𝑗)ሽ + ∆𝑥ሼ𝛹(𝑖, 𝑗 + 1) −𝛹(𝑖, 𝑗 − 1)ሽ = 0 (2.6.17) −∆𝑥ሼ𝛷(𝑖, 𝑗 + 1) − 𝛷(𝑖, 𝑗 − 1)ሽ − ∆𝑦ሼ𝛹(𝑖 + 1, 𝑗) −𝛹(𝑖 − 1, 𝑗)ሽ = 0 (2.6.18) 
が得られ、これらを適宜変形することで音場空間の各辺四辺の速度スカラ、ベクトルポテン
シャルそれぞれについての境界条件を得ることができる。空間の左端については、 𝛷(𝑖 − 1, 𝑗) = 𝛷(𝑖 + 1, 𝑗) − ∆௫∆௬ ሼ𝛹(𝑖, 𝑗 + 1) −𝛹(𝑖, 𝑗 − 1)ሽ (2.6.19) 
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𝛹(𝑖 − 1, 𝑗) = 𝛹(𝑖 + 1, 𝑗) + ∆௫∆௬ ሼ𝛷(𝑖, 𝑗 + 1) − 𝛷(𝑖, 𝑗 − 1)ሽ (2.6.20) 

となる。右端については、 𝛷(𝑖 + 1, 𝑗) = 𝛷(𝑖 − 1, 𝑗) + ∆௫∆௬ ሼ𝛹(𝑖, 𝑗 + 1) −𝛹(𝑖, 𝑗 − 1)ሽ (2.6.21) 

𝛹(𝑖 + 1, 𝑗) = 𝛹(𝑖 − 1, 𝑗) − ∆௫∆௬ ሼ𝛷(𝑖, 𝑗 + 1) − 𝛷(𝑖, 𝑗 − 1)ሽ (2.6.22) 

となる。上端については、 𝛷(𝑖, 𝑗 − 1) = 𝛷(𝑖, 𝑗 + 1) + ∆௬∆௫ ሼ𝛹(𝑖 + 1, 𝑗) −𝛹(𝑖 − 1, 𝑗)ሽ (2.6.23) 

𝛹(𝑖, 𝑗 − 1) = 𝛹(𝑖, 𝑗 + 1) − ∆௬∆௫ ሼ𝛷(𝑖 + 1, 𝑗) − 𝛷(𝑖 − 1, 𝑗)ሽ (2.6.24) 

となる。下端については、 𝛷(𝑖, 𝑗 + 1) = 𝛷(𝑖, 𝑗 − 1) − ∆௬∆௫ ሼ𝛹(𝑖 + 1, 𝑗) −𝛹(𝑖 − 1, 𝑗)ሽ (2.6.25) 

𝛹(𝑖, 𝑗 + 1) = 𝛹(𝑖, 𝑗 − 1) + ∆௬∆௫ ሼ𝛷(𝑖 + 1, 𝑗) − 𝛷(𝑖 − 1, 𝑗)ሽ (2.6.26) 

となる。 
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3 研究結果 
3.1 研究対象 
 本研究の目的である固体の WE-FDTD 法の精度確認のために、固体の S-FDTD 法のプ
ログラムと固体の WE-FDTD 法のプログラムの結果を比較する。プログラムの作成にあた
り、加振位置、受振位置や定数の各数値を Table 3.1.1 に示す。 
 

Table 3.1.1 計算に用いた各数値 
固体密度 2400 [kg/mଷ] 
ヤング率 2.4×10ଵ [Pa] 
ポアソン比 0.2 [-] 
第一 Lamé 定数 1.0×10ଵ [Pa] 
第二 Lamé 定数 6.67×10 [Pa] 
X 方向の空間最⼤値 40 [m] 
Y 方向の空間最⼤値 40 [m] 
X 方向の空間離散化幅 0.5 [m] 
Y 方向の空間離散化幅 0.5 [m] 
X 方向の空間ステップ数 80 [個] 
Y 方向の空間ステップ数 80 [個] 
計算最⼤時間 0.03 [s] 
時間離散化幅 0.000106 [s] 
時間ステップ数 283 [個] 
X 方向の加振位置 20 [m] 
Y 方向の加振位置 40 [m] 
加振波形振幅 1.0 [Pa] 
加振波形急峻さ 7.0×10 [m/s] 
加振波形ピーク時刻 0.0015 [s] 
X 方向の受振位置 30 [m] 
Y 方向の受振位置 30 [m] 
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3.2 プログラムの比較 
 Table 3.1.1 に示した値を使用し、上端境界上の１点に下方向にガウシアンパルス加振を
与えたときの結果を示す。固体の S-FDTD 法、WE-FDTD 法それぞれについて、受音点で
の x、y 軸方向の粒子速度の時間変化のグラフを作成した。 
 

 
Fig. 3.2.1 S-FDTD 法を使用した受音点の x 軸方向の粒子速度の時間変化 

 

 
Fig. 3.2.2 S-FDTD 法を使用した受音点の y 軸方向の粒子速度の時間変化 
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Fig. 3.2.3 WE-FDTD 法を使用した受音点の x 軸方向の粒子速度の時間変化 

 

 
Fig. 3.2.4 WE-FDTD 法を使用した受音点の y 軸方向の粒子速度の時間変化 
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 Fig. 3.2.5、Fig. 3.2.6 に示すグラフは Fig. 3.2.1~3.2.4 の結果を x 軸 y 軸それぞれについ
て重ね合わせて比較したものである。 
 

 
Fig. 3.2.5 x 軸方向の粒子速度の時間変化 

 

 
Fig. 3.2.6 y 軸方向の粒子速度の時間変化 
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4 結論・考察 
 Fig. 3.2.5、Fig. 3.2.6 より粒子速度の時間変化はほぼ一致しているが、時間が経過するに
つれ、誤差が生じることが分かった。その原因を明らかにするため、励振を与えた際の粒子
速度ベクトルを可視した。S-FDTD 法の結果を Fig. 4.1、WE-FDTD 法の結果を Fig. 4.2 に
示す。 
 

 
Fig. 4.1 S-FDTD 法の波形 

 



24 
 

 
Fig. 4.2 WE-FDTD 法の波形 

 
これらを比較すると、空間の内部では粒子速度ベクトルはほぼ一致するが、空間の隅で少し
違いが見られる。例えば、Fig. 4.2 の下側の左右両隅では比較的⼤きなベクトルが観測され
るが、Fig. 4.1 では観測されない。 
 上記のように、WE-FDTD 法の⼤まかな理論体系を構築することには成功したと考えら
れるが、まだ計算精度は高くなく、誤差が生じてしまうことが分かった。考えられる原因と
しては、空間の境界となる四辺に違いが生まれているため、境界条件に何かしらの問題があ
るものと思われる。今後の課題として、これらの誤差を修正するとともに、安定条件を定め、
固体の WE-FDTD 法を確立していくことである。また、最終的には 1.3 節で述べた CE-
FDTD 法を固体に適用することが挙げられる。 
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