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1 はじめに 

1.1 研究背景 

近年、膜構造はその優れている耐候性と軽量性、透明度から多くのスポーツ施設などの外壁と

して用いられている。しかしながら、音響の観点から見ると膜構造は降雨騒音などに重大な問題が

ある。これからより膜構造が普及することを考慮すると、このような問題を解決することは非常に重

要であり、これまでに様々な対策が研究されている。それらの対策の有効性を示すためにも膜構

造の解析が必要とされている。 
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1.2 既往研究 

膜構造の降雨騒音の問題について、Toyoda ら[1]はフッ素樹脂である ETFE（テトラフルオロエチ

レン）を使用した膜構造の降雨騒音に対するシリコンゲルシート、不織布を用いた対策の調査を行

い、降雨騒音の低減の可能性を報告している。この研究では理論的考察の計算方法として解析

解を用いており、そこではダクトの中に 4 つの層を考慮した 2 つの空洞を持つ 3 重膜構造を解析

モデルとした調査が行われた。 

一方、Asakura ら[2]の研究では板材を対象とし、FDTD 法（時間領域有限差分法）を用いた振

動音響連成解析について報告している。壁構造を解析モデルとし、FDTD 法での計算結果とコン

クリート構造の加振試験の測定結果を比較することにより、FDTD 法での振動音響連成解析の妥

当性が調査された。 
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1.3 研究目的 

膜構造の解析を行う際、解析解では矩形などの単純な形状しか取り扱うことができない。そのた

め、本研究では複雑な形状にも対応できる方法を用い、より有用性のある解析を可能にすることを

目的とする。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1.4 研究方法 

本研究では、複雑な形状の膜構造にも対応できる方法として FDTD 法を採用する。FDTD 法を

用いた解析結果の妥当性を検討するために、単純な形状のモデルを想定し、解析解と比較する。

ここでは、真空中と空気中における膜構造の解析を対象とする。 
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2 計算方法 

2.1 真空中における解析解 

図 1 に解析モデルを示す。膜の端はピン支持とする。まず、膜の振動方程式 −𝑇 ቀ డమడ௫మ + డమడ௬మቁ𝑤ሺ𝑥,𝑦ሻ − 𝜌ℎ𝜔ଶ𝑤ሺ𝑥,𝑦ሻ = 𝑞ሺ𝑥, 𝑦ሻ                                     (1.1) 

を考える。ここで、𝑇：張力[N/m]、𝑤：変位[m]、𝜌：膜材密度[kg/m2]、ℎ：膜厚[m]、 𝜔：角周波数

[rad/s]、q：外力[N]である。外力はデルタ関数を用いて 𝑞ሺ𝑥,𝑦ሻ=𝑞𝛿ሺ𝑥 − 𝑥ሻ 𝛿ሺ𝑦 − 𝑦ሻ                                                   (1.2) 

と表す。外力 q と変位 w を固有関数展開すると 𝑤ሺ𝑥,𝑦ሻ = ∑ 𝑊 sinగ௫ sin గ௬                                               (1.3) 

qሺ𝑥, 𝑦ሻ = ∑ 𝑄 sinగ௫ sin గ௬                                                 (1.4) 

となる。未知数 Qmn を求めるために(1.4)式の両辺に sinᇱగ௫ sin ᇱగ௬  をかけ、x=1 から x=a、 y=1

から y=b の範囲で積分すると 

(左辺) = 𝑞0  sin 𝑚′𝜋𝑥𝑎 𝛿ሺ𝑥 − 𝑥0ሻ𝑑𝑥𝑎0  sin 𝑛′𝜋𝑦𝑏𝑏0 𝛿൫𝑦 − 𝑦0൯dy   

= 𝑞 sinᇱగ௫బ sin ᇱగ௬బ                                               (1.5) 

(右辺) = ∑ 𝑄𝑚𝑛𝑚𝑛  sin 𝑚𝜋𝑥𝑎 sin 𝑚′𝜋𝑥𝑎 𝑑𝑥𝑎0  sin 𝑛𝜋𝑦𝑏𝑏0 sin 𝑛′𝜋𝑦𝑏 𝑑𝑦 

(𝑚 = 𝑚ᇱ,𝑛 = 𝑛′のときのみ値を持つ) = ସ 𝑄𝑚ᇱ𝑛′                                                             (1.6) 

となり、(1.5), (1.6)式より Qmn は 𝑄= ସబ 𝑞 sinగ௫బ sin గ௬బ                                                    (1.7) 
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となる。(1.1)式に(1.3), (1.4)式を代入すると −𝑇 ቀ డమడ௫మ + డమడ௬మቁ∑ 𝑊 sin గ௫ sin గ௬ − 𝜌ℎ𝜔ଶ ∑ 𝑊 sinగ௫ sin గ௬ =∑ 𝑄 sinగ௫ sin గ௬                                                        (1.8) 

となり、さらに変形すると ∑ 𝑇 ൜ቀగ ቁଶ + ቀగ ቁଶൠ𝑊 − 𝜌ℎ𝜔ଶ𝑊 − 𝑄൨ sin గ௫ sin గ௬ = 0  →  𝑇 ൜ቀగ ቁଶ + ቀగ ቁଶൠ − 𝜌ℎ𝜔ଶ൨𝑊 = 𝑄      →  𝑊 = ொ்൜ቀഏೌቁమାቀഏ್ቁమൠିఘఠమ                                               (1.9) 

となる。よって変位 w は(1.3)式に(1.9)式を代入し 

𝑤ሺ𝑥,𝑦ሻ = ∑ రబೌ್ ௦ഏೣబೌ ௦ഏబ್்൜ቀഏೌቁమାቀഏ್ቁమൠିఘఠమ sinగ௫ sin గ௬                                  (1.10) 

となる。 
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2.2 真空中における FDTD 法 

膜の振動方程式 −𝑇 ቀడమ௪డ௫మ + డమ௪డ௬మቁ + 𝜌ℎ డమ௪డ௧మ = 𝑓                                          (2.1) 

を FDTD 法を用いて微分を差分商で近似すると −𝑇 ቄ௪ሺ௫ା௱௫,௬,௧ሻିଶ௪ሺ௫,௬,௧ሻା௪ሺ௫ି௱௫,௬,௧ሻ௱௫మ + ௪ሺ௫,௬ା௱௬,௧ሻିଶ௪ሺ௫,௬,௧ሻା௪ሺ௫,௬ି௱௬,௧ሻ௱௬మ ቅ +𝜌ℎ ௪ሺ௫,௬,௧ା௱௧ሻିଶ௪ሺ௫,௬,௧ሻା௪ሺ௫,௬,௧ି௱௧ሻ௱௧మ = 𝑓ሺ𝑥, 𝑦, 𝑡ሻ                       (2.2) 

となる。ここで 

𝑊ሺ𝑥, 𝑦, 𝑡ሻ→𝑤ሺ𝑖, 𝑗ሻ     ൝𝑥 = 𝑖𝛥𝑥𝑦 = 𝑗𝛥𝑦𝑡 = 𝑛𝛥𝑡                                      (2.3) 

とおくと、 −𝑇 ቄ௪ ሺାଵ,ሻିଶ௪ ሺ,ሻା௪ ሺିଵ,ሻ௱௫మ + ௪ ሺ,ାଵሻିଶ௪ ሺ,ሻା௪ ሺ,ିଵሻ௱௬మ ቅ + 𝜌ℎ ௪శభሺ,ሻିଶ௪ ሺ,ሻି௪షభሺ,ሻ௱௧మ =𝑓ሺ𝑖, 𝑗ሻ                                                                (2.4) 

となり、この両辺に Δt2/ρh をかけ、変形すると、n+1 ステップ目の変位 w は 𝑤ାଵሺ𝑖, 𝑗ሻ = 2𝑤ሺ𝑖, 𝑗ሻ − 𝑤ିଵሺ𝑖, 𝑗ሻ + ்௱௧మఘ ቂ ଵ∆௫మ ሼ𝑤ሺ𝑖 + 1, 𝑗ሻ − 2𝑤 ሺ𝑖, 𝑗ሻ + 𝑤 ሺ𝑖 − 1, 𝑗ሻሽ +ଵ∆௬మ ሼ𝑤 ሺ𝑖, 𝑗 + 1ሻ − 2𝑤 ሺ𝑖, 𝑗ሻ + 𝑤 ሺ𝑖, 𝑗 − 1ሻሽቃ + ሺ,ሻఘ 𝛥𝑡ଶ                            (2.5) 

となる。これは、n ステップ目までの値を代入することで n+1 ステップ目の変位が求められることを表

しており、逐次的に値を更新することで解を求めることができる。 

なお、境界条件は膜の端がピン支持であるため、 w = 0, డమ௪డ௫మ = 0 より、 



7 
 

𝑤 ሺ𝑖, 𝑗ሻ = 0                                                                 (2.6) 𝑤 ሺ𝑖 + 1, 𝑗ሻ − 2𝑤 ሺ𝑖, 𝑗ሻ + w ሺ𝑖 − 1, 𝑗ሻ = 0  

wሺ𝑖 − 1, 𝑗ሻ = −𝑤 ሺ𝑖 + 1, 𝑗ሻ                                                      (2.7) 

となる。 

 

 

2.3 空気中における解析解 

図 2 に解析モデルを示す。ダクトの中にある膜に加振を与えたときの放射音を考える。側面は剛

壁であり、上下は無限音場となっている。まず、膜の振動方程式 −𝑇 ቀ డమడ௫మ + డమడ௬మቁ𝑤ሺ𝑥,𝑦ሻ − 𝜌ℎ𝜔ଶ𝑤ሺ𝑥,𝑦ሻ = 𝑞𝛿ሺ𝑥 − 𝑥ሻ𝛿ሺ𝑦 − 𝑦ሻ + 𝑃ሺ𝑥,𝑦, 0ሻ − 𝑃ଵሺ𝑥,𝑦, 0ሻ   

 (3.1) 

を考える。次に、各層での音圧と粒子速度は 𝑃ሺ𝑥,𝑦, 𝑧ሻ = ∑ 𝑃ି 𝑒ି௭𝜓ሺ𝑥,𝑦ሻ                                            (3.2) 𝑣ሺ𝑥,𝑦, 𝑧ሻ = ∑ బఠ ൫−𝑃𝑒ି௭൯𝜓ሺ𝑥,𝑦ሻ                                      (3.3) 𝑃ଵሺ𝑥,𝑦, 𝑧ሻ = ∑ 𝑃ଵା 𝑒௭𝜓ሺ𝑥,𝑦ሻ                                             (3.4) 𝑣ଵሺ𝑥,𝑦, 𝑧ሻ = ∑ బఠ ൫𝑃ଵା 𝑒௭൯𝜓ሺ𝑥,𝑦ሻ                                        (3.5) 

と表される。𝑤ሺ𝑥, 𝑦ሻ, 𝑞𝛿ሺ𝑥 − 𝑥ሻ𝛿ሺ𝑦 − 𝑦ሻ, 𝜙ሺ𝑥,𝑦ሻにそれぞれ固有関数展開を行うと 𝑤ሺ𝑥,𝑦ሻ = ∑ 𝑊𝜙ሺ𝑥,𝑦ሻ                                                     (3.6) 𝑞𝛿ሺ𝑥 − 𝑥ሻ𝛿ሺ𝑦 − 𝑦ሻ = ∑ 𝑄𝜓ሺ𝑥,𝑦ሻ                                         (3.7) 𝜙ሺ𝑥, 𝑦ሻ = ∑ 𝛼𝜓ሺ𝑥,𝑦ሻ                                                   (3.8) 

となる。このとき、𝜓ሺ𝑥,𝑦ሻ, 𝜙ሺ𝑥, 𝑦ሻは 𝜓ሺ𝑥,𝑦ሻ = cosగ௫ cos గ௬   ሺ𝑚,𝑛 = 0,1,2 … ሻ                                     (3.9) 𝜙ሺ𝑥, 𝑦ሻ = sin గ௫ sin గ௬   ሺ𝑚,𝑛 = 1,2,3 … ሻ                                    (3.10) 

と表される。(3.1)式に(3.2), (3.4), (3.6), (3.7), (3.8)式を代入すると 
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(3.15) 
(3 16)

−𝑇 ቀ డమడ௫మ + డమడ௬మቁ∑ 𝑊 ∑ 𝛼𝜓ሺ𝑥,𝑦ሻ − 𝜌ℎ𝜔ଶ ∑ 𝑊 ∑ 𝛼𝜓ሺ𝑥,𝑦ሻ =∑ 𝑄 𝜓ሺ𝑥,𝑦ሻ + ∑ 𝑃ି 𝜓ሺ𝑥,𝑦ሻ − ∑ 𝑃ଵା 𝜓ሺ𝑥,𝑦ሻ                           ሺ𝑚,𝑛 = 1,2,3 … ,𝑘, 𝑙 = 0,1,2, … ሻ →  ∑ ∑ 𝑇 ൜ቀగ ቁଶ + ቀగ ቁଶൠ − 𝜌ℎ𝜔ଶ൨ 𝑊𝛼𝜓ሺ𝑥,𝑦ሻ  = ∑ ሺ𝑄 + 𝑃ି + 𝑃ଵା ሻ𝜓ሺ𝑥,𝑦ሻ                                               

となり、さらに変形すれば、 ∑ ∑ 𝑇 ൜ቀగ ቁଶ + ቀగ ቁଶൠ − 𝜌ℎ𝜔ଶ൨ 𝑊𝛼𝜓ሺ𝑥,𝑦ሻ  = ∑ ሺ𝑄 + 𝑃ି + 𝑃ଵା ሻ𝜓ሺ𝑥,𝑦ሻ   →  ∑ 𝑇 ൜ቀగ ቁଶ + ቀగ ቁଶൠ − 𝜌ℎ𝜔ଶ൨𝑊𝛼 = 𝑄 + 𝑃ି − 𝑃ଵା                    

となる。ここで、 𝑋 = 𝑇 ൜ቀగ ቁଶ + ቀగ ቁଶൠ − 𝜌ℎ𝜔ଶ  

とおくと、 ∑ 𝑋𝑊𝛼 = 𝑄 + 𝑃ି − 𝑃ଵା                                           (3.11) 

となる。このとき、𝛼, 𝑄は 

𝛼 =
⎩⎪⎨
⎪⎧ గమሺమିమሻሺమିమሻ × ቐ 4 ሺ𝑘 = 𝑙 = 0ሻ8 ൫𝑘 = 0, 𝑙 ≠ 0 または 𝑘 ≠ 0, 𝑙 = 0൯16 ሺ𝑘 ≠ 0, 𝑙 ≠ 0ሻ  

 ൫𝑚 + 𝑘,𝑛 + 𝑙 が共に奇数൯0 ൫𝑚 + 𝑘,𝑛 + 𝑙 のいずれか, もしくは共に偶数൯
                     (3.12) 

𝑄 = ⎩⎪⎨
⎪⎧బ                                                                         ሺ𝑘 = 𝑙 = 0ሻଶబ 𝜓ሺ𝑥0, 𝑦0ሻ        ൫𝑘 = 0, 𝑙 ≠ 0 または 𝑘 ≠ 0, 𝑙 = 0൯ସబ 𝜓ሺ𝑥0,𝑦0ሻ                                              ሺ𝑘 ≠ 0, 𝑙 ≠ 0ሻ                          (3.13) 

である。 

一方、境界条件は膜の振動速度 
డ௪డ௧ = −𝑖𝜔𝑤 を用いて −𝑖𝜔𝑤 = 𝑣ሺ𝑥,𝑦, 𝑧ሻ = 𝑣ଵሺ𝑥,𝑦, 𝑧ሻ                                                (3.14) 

となる。(3.3), (3.5), (3.6), (3.8), (3.14)式より 
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∑ 𝐾ሺ−𝑃ି ሻ𝜓ሺ𝑥,𝑦ሻ = ∑ 𝐾𝑃ଵା 𝜓ሺ𝑥, 𝑦ሻ   = −𝑖𝜔∑ 𝑊 ∑ 𝛼 𝜓ሺ𝑥,𝑦ሻ   

→  ቐ 𝑃ି = ఠೖ ∑ 𝑊𝛼𝑃ଵା = − ఠೖ ∑ 𝑊𝛼   

となる。ここで、 𝐾 = ೖబఠ                                                                   (3.17) 

である。(3.11)式に(3.15), (3.16)式を代入すると ∑ 𝑋𝑊𝛼 = 𝑄 + ଶఠೖ ∑ 𝑊𝛼   

となり、 ∑ ቀ𝑋 − ଶఠೖቁ𝑊𝛼 = 𝑄                                             (3.18) 

と変形される。(3.18)式を行列表示にすると 

⎣⎢⎢⎢
⎢⎡ቀ𝑋 − ଶఠೖቁ 𝛼⎦⎥⎥⎥

⎥⎤
⎣⎢⎢
⎢⎡𝑊⎦⎥⎥

⎥⎤ = ⎣⎢⎢
⎢⎡𝑄⎦⎥⎥

⎥⎤                                              (3.19) 

となり、この連立方程式を解くことで未知数である変位 𝑊 が求められる。 
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2.4 空気中における FDTD 法 

図 3 に解析モデルを示す。側面は剛壁であり、底面は PML(完全吸収層)となっている。膜の振

動方程式 −𝑇 ቀడమ௪డ௫మ + డమ௪డ௬మቁ + 𝜌ℎ డమ௪డ௧మ = 𝑓 + ∆𝑝                                              (4.1) 

と、運動方程式 

⎩⎪⎨
⎪⎧𝜌 డ௩ೣడ௧ = −డడ௫𝜌 డ௩డ௧ = −డడ௬𝜌 డ௩డ௧ = −డడ௭

                                                               (4.2) 

ならびに、連続の式 డడ௧ = −𝜅ሺడ௩ೣడ௫ + డ௩డ௬ + డ௩డ௭ ሻ                                                      (4.3) 

を用いて考える。ここで、ρ0 は空気密度、κ0 は空気の体積弾性率である。(4.2)式を FDTD 法を用

いて微分を差分商で近似すると、 
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𝜌 ௩ೣశబ.ఱሺା.ହ,,ሻି௩ೣషబ.ఱሺା.ହ,,ሻ௱௧ = −ሺାଵ,,ሻିሺ,,ሻ௱௫   

となる。これに両辺 Δt/ρ0 をかけると 𝑣௫ା.ହሺ𝑖 + 0.5, 𝑗, 𝑘ሻ = 𝑣௫ି.ହሺ𝑖 + 0.5, 𝑗, 𝑘ሻ − ௱௧ఘబ௱௫ ሼ𝑃ሺ𝑖 + 1, 𝑗, 𝑘ሻ − 𝑃ሺ𝑖, 𝑗, 𝑘ሻሽ            (4.4) 

と変形できる。vy, vz についても同様である。また、(4.3)式より శభሺ..ሻିሺ..ሻ௱௧ = −𝜅 ൜௩ೣశబ.ఱሺା.ହ,,ሻି௩ೣశబ.ఱሺି.ହ,,ሻ௫ + ௩శబ.ఱሺ,ା.ହ,ሻି௩శబ.ఱሺ,ି.ହ,ሻ௬ +௩శబ.ఱሺ,,ା.ହሻି௩శబ.ఱሺ,,ି.ହሻ௭ ൠ  

となり、音圧 p は 𝑃ାଵሺ𝑖. 𝑗. 𝑘ሻ = 𝑃ሺ𝑖. 𝑗. 𝑘ሻ  −𝜅Δ𝑡 ൜௩ೣశబ.ఱሺା.ହ,,ሻି௩ೣశబ.ఱሺି.ହ,,ሻ௫ + ௩శబ.ఱሺ,ା.ହ,ሻି௩శబ.ఱሺ,ି.ହ,ሻ௬ +௩శబ.ఱሺ,,ା.ହሻି௩శబ.ఱሺ,,ି.ହሻ௭ ൠ                                                   (4.5) 

で求められる。(4.4), (4.5)式を交互に更新することで、逐次的に解を求めることができる。 

 

 

なお、膜の境界条件は 𝑤 = 0, డమ௪డ௫మ = 0 より、 𝑤 ሺ𝑖, 𝑗ሻ = 0                                                             (4.6) 𝑤 ሺ𝑖 + 1, 𝑗ሻ − 2𝑤 ሺ𝑖, 𝑗ሻ + w ሺ𝑖 − 1, 𝑗ሻ = 0  

w ሺ𝑖 − 1, 𝑗ሻ = −𝑤 ሺ𝑖 + 1, 𝑗ሻ                                                    (4.7) 

となり、空気の境界条件は剛な境界では境界上の粒子速度が常に 0 となるため、 𝑣௫ = 0, 𝑣௬ = 0                                                             (4.8) 

となる。また、膜と空気の境界では、膜に空気からの圧力が加わるため、(4.1)式の右辺には音圧差

Δp が加わっていることに注意が必要である。 

 



12 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.5 時間領域から周波数領域への変換 

2.2, 2.4 節で求めた FDTD 法での計算結果を時間領域から周波数領域に変換する。より正確に

解析領域の値を変換するために、時間領域での応答に次式で表されるハミング窓関数を掛け合

わせた後、FFT を行った。 𝑤ሺ𝑥ሻ = 0.54 − 0.46 cosሺ𝑥 + 1ሻ𝜋   ሺ0  𝑥  1ሻ                                     (5.1) 
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3 計算結果 

FDTD 法による計算結果の妥当性を確認するため、単純な解析モデルを用いて解析解と比較

する。膜材の仕様を表 1 に示す。 

x 

y 
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3.1 真空中 

離散化範囲は x 軸 2.7 m, y 軸 1.8 m, 解析時間は 3 s とし、空間離散化幅は Δx, Δy はいずれ

も 0.01 m、時間離散化幅は 0.000001 s とする。加振点と受振点は(1.35 m, 0.9 m)（膜中央）とする。

加振はガウシアンパルス 

 𝑓ሺ𝑖ௗ , 𝑗ௗሻ𝑒ି(∆௧ ି௧బ)మ  

とし、a=10000000 （パルス幅）,    𝑡=0.001 [s] （パルス位置）を用いる。 

FDTD 法での計算結果を図 5 に示す。得られた時間領域の計算結果を 2.5 節の方法を用いて

周波数領域に変換した FDTD 法の計算結果と解析解を比較したものを図 6 に示す。 

 

 

 膜材 

膜密度[kg/m3] 1760.0 

膜厚[m] 0.00025 

張力[N/m] 500.0 

x 軸方向長さ[m] 2.7 

y 軸方向長さ[m] 1.8 

表 1 膜材の仕様 
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3.2 空気中 

離散化範囲は x 軸 2.7 m, y 軸 1.8 m, z 軸 0.7 m, 解析時間は 3 s とし、空間離散化幅は Δx, Δy, 

Δz いずれも 0.01 m、時間離散化幅は 0.000001 s とする。空気の音速は 340 m/s、空気の密度は

1.2 kg/m3、加振点は(1.35 m, 0.9 m)（膜中央）、受振点は(1.35 m, 0.9 m, 0.6 m)（膜中央から 0.6 m

離れた点）とする。加振はガウシアンパルス 

 𝑓(𝑖ௗ , 𝑗ௗ)𝑒ି(∆௧ ି௧బ)మ  

とし、a=10000000 （パルス幅）,    𝑡=0.001 [s] （パルス位置）を用いる。 

FDTD 法での計算結果を図 7 に示す。真空中と同様に周波数領域に変換した FDTD 法の計

算結果と解析解を比較したものを図 8 に示す。 
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3.3 考察 

真空中の計算結果は低周波数帯では概ね一致していると判断できる。高周波数帯では 2 つの

グラフの振幅に差が見られるが、これは解析解では無限秒まで計算できるが FDTD 法では解析時

間が限られているためであると考えられる。このことから 2 つの計算結果は比較的一致しており、真

空中の FDTD 法による計算の妥当性は確認できたと判断される。 

空気中の計算結果についてはピークディップが現れる周波数の値はおおよそ一致しているが、

空気中の計算結果と比較すると精度の低い結果となっている。これは、離散化による数値分散誤

差、あるいは無限音場を FDTD 法で解析するために吸収境界として用いた完全吸収層による誤差

である可能性が考えられる。 
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4 おわりに 

本研究では FDTD 法を用いた膜構造の数値解析を行った。真空中での解析は解析解と FDTD

法での計算結果を比較した結果、比較的一致していると考えられ、その妥当性が示された。一方、

空気中での解析解と FDTD 法での計算結果の比較は真空中ほどの精度は得られなかった。騒音

の対策の検討が目的であるため、空気中での妥当性が重要であり、より正確な計算結果を得る必

要がある。また、本研究での数値解析の加振波形はガウシアンパルスを用いており、降雨騒音の

検討を行うのであれば加振波形は雨粒と類似したものとし、加えて単加振であるべきではない。今

後はこれらを考慮した解析を行うことが課題である。 
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