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1. はじめに 
1.1 研究背景 
 1950 年頃のコンピュータ時代の幕開けを受けて波動音響解析が登場した[1]。代表的な解

法としては有限差分法（FDM）、有限要素法（FEM）、境界要素法（BEM）が挙げられる。

本研究で使用する有限時間差分法（FDTD 法）は FDM の一種である。開発から時が経ち、

現在に至っても、FDTD 法を用いた様々な研究が行われている。その中でも、開領域の計算

を実現するための完全吸収層（PML）の研究は音響分野のみならず、様々な分野で検討が進

められてきた。しかし、PML の性能を決定する要素であるいくつかの定数は経験的にしか

決められることが多く、その効果を十分に発揮できていない可能性がある。より正確な開領

域における計算を行うためには PML の性能を最大限に発揮することが不可欠である。 

  



2 
 

1.2 研究目的 
 前節で述べたことにより、PML を用いた FDTD 法の開領域計算をより正確なものにする

ために、PML の性能を決定する要素である層数、テーパー乗数、減衰係数最大値の最適値

を探索し、それらの関係性を求めることで、より反射の少ない PML を作成することを本研

究の目的とする。そのために、田口[2]によって提案された最適化方法を改善することを試

みる。 
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2. 計算方法 
2.1 時間領域有限差分法（FDTD 法） 
 FDTD 法は、K. S. Yee によって電磁波の支配式であるマクスウェル方程式を解くことを目

的に開発された数値解析手法の一種であり、スタガードグリッドとリープフロッグアルゴ

リズムを用いた時間領域の有限差分法のことをいう[1]。FDTD 法を用いた音場解析の支配

式として運動方程式と連続方程式を考える。密度を ρ、音圧を p、空気粒子の x,y,z 方向の変

位をそれぞれ ux,uy,uzとすると、x,y,z 方向の運動方程式は 
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となる。また、体積弾性率を κ、変位ベクトルを u= (ux, uy, uz)とすると連続方程式は 
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となる。リープフロッグアルゴリズムを適用するためには、式(2.1)～(2.4)を一階の偏微分方

程式に変形する必要がある。そこで、x,y,z 方向の粒子速度をそれぞれ vx,vy,vz とすると、式

(2.1)~(2.4)の方程式は 
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と変形される。FDTD 法の離散化は、1 次元音場を考えると、図 2.1 のように表される。図

の横方向は空間的変化を表しており、音圧が定義されている時刻を実線で表している。図中

の丸が音圧参照点であり、x 方向に隣り合う参照点間の距離が空間離散化幅 Δx となる。図

の縦方向は時間的変化を表しており、時間離散化幅を Δt とする。粒子速度は、音圧の参照

点から Δx/2、Δt/2 だけずらした点に定義する。また、x 方向に関して何番目の音圧参照点で

あるかを、i を用いて表す。この i を空間ステップと呼ぶ。同様に、何番目の時間参照点で

あるかを、n を用いて表す。この n を時間ステップと呼ぶ。このような、空間的にも時間的

にも音圧と粒子速度の参照点を互い違いに配置した格子をスタガードグリッドと呼び、時

間的に半ステップ前と 1 ステップ前の音圧と粒子速度分布がわかれば、現在のステップの

分布を求めることが可能となる。 

 

 
 

 

 

 次に、3 次元音場について、時間方向の離散化の表現を省略した参照点の分布を図 2.2 に

示す。これを Yee セルと呼ぶ。1 次元音場の場合と同様に、x 方向に加えて、y,z 方向に関し

て何番目の音圧参照点であるかを、それぞれ i,j,k を用いて表す。図中の丸は音圧参照点であ

り、三角錐は x,y,z 方向のそれぞれの粒子速度である。また、空間ステップが i,j,k で時間ス

テップが n の音圧を pn(i,j,k)、空間ステップが i+0.5,j,k で時間ステップが n+0.5 の x 方向粒

子速度を vx
n+0.5(i+0.5,j,k)などと表記する。 

図 2.1 スタガードグリッド（1 次元音場） 
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図 2.2 Yee セル(三次元音場) 

 

 上記の離散化に伴い、式(2.5)~(2.8)を中心差分近似すると次式が得られる。 
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 式(2.9)~(2.12)を、最も時間ステップが大きい項のみを左辺に残すような形に変形すると、 
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となり、これらを用いることで逐次的にすべての参照点の音圧と粒子速度を求めることが

できる。 
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2.2 完全吸収層（PML）の定式化 
 FDTD 法は解析領域が有限な領域（閉領域）であるので、開領域である自由空間を直接的

に取り扱うことはできない。そこで考案されたのが PML である。PML とは、解析領域であ

る空気領域と解析領域外である吸音層の特性インピーダンスが周波数、入射角度に関係な

く一致する仮想的な媒質のことである。この吸音層の中で音波を減衰させつつ、伝搬させる

ことで、PML の端部による反射波が解析領域に戻るまでに音波を十分に低減する。音波伝

搬の支配方程式である運動方程式(2.5)~(2.7)に減衰係数 Fx,Fy,Fz をもつ減衰項を追加すると、

吸音層での支配式は次式となる。 
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続いて、p=px+py+pz となるように人工的に px と py と pz に分ける。一方、連続方程式(2.8)

に仮想的な減衰係数 F’x,F’y,F’zを含む減衰項を追加し、px,py,pzのそれぞれに関する連続方程

式を立式すると次式となる。 

x
vpF

t
p x

xx
x

∂
∂

−=+
∂

∂ κ'    (2.20) 

y
v

pF
t

p y
yy

y

∂
∂

−=+
∂

∂
κ'    (2.21) 

z
vpF

t
p z

zz
z

∂
∂

−=+
∂

∂ κ'    (2.22) 

まず、式(2.17)~(2.22)の中で x方向に関する式のみを取り出して考える。音速を c とすると、

空気中での特性インピーダンスの式は px/vx=ρc であり、これを変形すると次式になる。 
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式(2.23)を式(2.17)に代入し、ρで割ると、次式が得られる。 
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また、式(2.23)を式(2.20)に代入し、ρc で割ると次式が得られる。 
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式(2.24)と式(2.25)から次式が得られる。 
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この式により、Fx を定めれば F’x も決定される。y,z 方向に関しても同様である。図 2.3 に、

二次元音場における PML の設定の概要を示す。 

 

 
 

 

図 2.3 PML の概要 

 

 

続いて、x 方向の PML 付近を拡大したものを図 2.4 に示す。急激に F の値を変化させると、

離散化した際の不連続性が増すことによって反射が生じる。そのため、F の x 方向の分布

は、図 2.4 のグラフのように、滑らかに増大していくような形にしなければならない。その

ような F は次式で表現する。 

( )
τ









Δ
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xL
xFxF max    (2.27) 

この式は層数 L、減衰係数最大値 Fmax、テーパー乗数 τの値により決定される。 
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図 2.4 PML の x 方向拡大図 
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2.3 既往研究 
 田口による既往研究[2]では、図 2.5 に示すように、階段状に変化する F(x)を与えており、

それが原因で PML の性能が十分でなかったと思われる。そこで、粒子速度参照点の F(x)に

前後の音圧参照点の F(x)の平均値を与えることによって、より高性能な PML になるよう修

正した。 

 
 

図 2.5 既往研究との違い 
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3. 計算条件 
本研究で対象とする音場として、図 3.1 に示す 3.0 m 四方の立方体を考える。音源、受音

点はともに図中の丸の位置で zyx ,, 方向に 1.5 m の位置（立方体の中心）である。その他の

条件として、空気の密度は 1.205 kg/m3、空気の音速は 343.5 m/s、音源波形として与えるガ

ウシアンパルスの最大値は 1.0 m3/s、ガウシアンパルスの急峻さを表す係数は 2.0 × 106、

ガウシアンパルスの中心時間は 3.0 × 10−3 s とする。また FDTD 法の空間離散化幅 Δh は x, y, 

z のいずれの方向にも 5.0 × 10−2 m、時間離散化幅 Δt は 8.4 × 10−5 s とする（クーラン数 cΔt 

/ Δh は 0.577 ≈ 1 / √3）。なお、解析時間は場合により変更するが、初期設定は 5.0 × 10−2 s

とする。この解析領域の外側全体に PML を設置し、受音点での音圧時間応答を観測する。 

  

図 3.1 解析領域 
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図 2.5 音圧時間応答の例 

4. 評価方法 
4.1 ピーク音圧比 
 前節で示した受音点での音圧時間応答を計算した結果の例を図 2.5 に示す。図 2.5 の①は

直接波の音圧であり、②は反射波の音圧である。この２つのピーク値の比をとることで、直

接波に対する反射波の大きさの割合を算出する。これをピーク音圧比と呼ぶこととする。こ

の値が小さいほど音波が反射しておらず、性能の良い PML といえる。PML を決定する要素

である層数、テーパー乗数、減衰係数最大値の中の２つを固定し、残りの１つを変化させ、

ピーク音圧比を比較する。 
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4.2 変数の範囲 
 ピーク音圧比を算出するにあたり、層数、テーパー乗数、減衰係数最大値の中の 1 つを変

数として計算する。層数の検討では、テーパー乗数を 4.0、減衰係数最大値を 1.200 に固定

し、層数を 16、32、64、128、192 層で設定した。テーパー乗数の検討では、層数を 16、減

衰係数最大値を 1.200 に固定し、テーパー乗数を 1.0、3.0、4.0、4.5、5.0、8.0 で設定した。

減衰係数最大値の検討では、テーパー乗数を 4.0 に固定し、層数を 72 までの 8 の倍数の層

別に設定して、それぞれの減衰係数最大値を算出した。 
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4.3 定数の有効数字 
 層数は整数、テーパー乗数は小数点以下１桁までとする。減衰係数最大値は、PML の精

度と計算時間の兼ね合いにより本研究では小数点以下３桁まで計算する。 
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5. 結果 
5.1 層数 
 まず初めに、層数に関する検討を行う。層数を変数とし、テーパー乗数を 4.0、減衰係数

最大値を 1.200 に固定する。このときの層数ごとの受音点での音圧時間応答の結果を図 5.1

に示す。 

 

 

図 5.1 層数ごとの受音点での音圧時間応答 

 

 続いて、層数によるピーク音圧比の推移を図 5.2 に示す。これより、層数を多くすればす

るほど、より高性能な PML になることがわかった。なお、テーパー乗数、減衰係数最大値

を変えた場合でも、ピーク音圧比自体は変化するが、層数を増やせばピーク音圧比の値が小

さくなるという傾向に変化は無かった。また、図 5.2 より、既往研究の値よりも本研究の方

がピーク音圧比は小さくなっており、より高性能な PML であることがわかる。 
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層数 16 32 64 128 192 

テーパー乗数 4.0 4.0 4.0 4.0 4.0 

減衰係数最大値 1.200 1.200 1.200 1.200 1.200 

直接波の音圧最大値 7488.29749 7488.29749 7488.29749 7488.29749 7488.29749 

            

本研究           

反射波の音圧最大値 0.65036762 0.09091737 0.00976508 0.00087853 0.00020363 

ピーク音圧比 0.00868512 0.00121413 0.0001304 0.0000117 0.0000027 

            

既往研究           

反射波の音圧最大値 6.32294573 1.59481485 0.30266102 0.04746483 0.01515139 

ピーク音圧比 0.08443769 0.02129743 0.00404179 0.00063385 0.00020233 

 

図 5.2 層数によるピーク音圧比の推移 
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5.2 テーパー乗数 
 続いて、テーパー乗数に関する検討を行う。テーパー乗数を変数とし、層数を 16、減衰

係数最大値を 1.200 に固定する。このときのテーパー乗数ごとの受音点での音圧時間応答の

結果を図 5.3 に示す。 

 
 

図 5.3 テーパー乗数ごとの受音点での音圧時間応答 

 

 続いて、テーパー乗数によるピーク音圧比の推移を図 5.4 に示す。これより、本研究も既

往研究と同様、テーパー乗数のピーク音圧比は 4.5、4.0 の両方で最小となった。テーパー乗

数が 4.0 以上 5.0 未満の時のピーク音圧比はすべて同じという結果であったため、4.0 をテ

ーパー乗数の最適値とする。なお、層数に関する検討の場合と同じく、層数、減衰係数最大

値を変えた場合でも、ピーク音圧比自体は変化するが、テーパー乗数が 4.0 のときにピーク

音圧比の値が最小になるという結果に変化は無かった。 
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層数 16 16 16 16 16 16 

テーパー乗数 1.0 3.0 4.0 4.5 5.0 8.0 

減衰係数最大値 1.200 1.200 1.200 1.200 1.200 1.200 

直接波の音圧最大値 7488.297 7488.297 7488.297 7488.297 7488.297 7488.297 

              

本研究             

反射波の音圧最大値 3.906433 0.657799 0.650368 0.650368 0.768204 0.939905 

ピーク音圧比 0.052167 0.01435 0.008685 0.008685 0.010259 0.018768 

              

既往研究             

反射波の音圧最大値 21.70141 6.483609 6.322946 6.322946 6.743297 9.192894 

ピーク音圧比 0.289804 0.086583 0.084438 0.084438 0.090051 0.122763 

 

図 5.4 テーパー乗数によるピーク音圧比 
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5.2 減衰係数最大値 
 続いて、減衰係数最大値に関する検討を行う。減衰係数最大値を変数とし、層数を 16、

テーパー乗数を 4.0 に固定したときの、減衰係数最大値ごとの受音点での音圧時間応答の結

果を図 5.5 に示す。 

 

 

図 5.5 減衰係数最大値ごとの受音点での音圧時間応答 

 

 続いて、本研究と既往研究における 16、32、64 層の減衰係数最大値によるピーク音圧比

の推移をそれぞれ図 5.6、図 5.7 に、また、その値を図 5.8 に示す。この図からわかるよう

に、層数によって減衰係数最大値の最適値が異なるので、層数ごとに最適値を算出する必要

がある。また、本研究は既往研究に比べて、それぞれの層数でピーク音圧比が小さく、より

高性能な PML であることがわかる。 
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図 5.6 減衰係数最大値によるピーク音圧比の推移のグラフ（本研究） 

 

 
図 5.7 減衰係数最大値によるピーク音圧比の推移のグラフ（既往研究） 
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層数   16 16 16 16 

テーパー乗数   4.0 4.0 4.0 4.0 

減衰係数最大値   0.100 0.200 0.300 0.500 

直接波の音圧最大値   7488.297 7488.297 7488.297 7488.297 

            

本研究           

反射波の音圧最大値   11.8 0.92627 0.236 0.361964 

ピーク音圧比   0.157543 0.01237 0.003151 0.004834 

            

既往研究           

反射波の音圧最大値   10.45017 2.39029 3.292598 4.240073 

ピーク音圧比   0.139553 0.03192 0.04397 0.056623 

 

 

層数 32 32 32 32 32 

テーパー乗数 4.0 4.0 4.0 4.0 4.0 

減衰係数最大値 0.050 0.100 0.200 0.300 0.400 

直接波の音圧最大値 7488.297 7488.297 7488.297 7488.297 7488.297 

            

本研究           

反射波の音圧最大値 10.56211 0.954026 0.022032 0.030617 0.046061 

ピーク音圧比 0.141048 0.01274 0.000294 0.000409 0.000615 

            

既往研究           

反射波の音圧最大値 9.759327 0.825761 0.559532 0.715375 0.968058 

ピーク音圧比 0.130328 0.011027 0.007472 0.009553 0.012928 
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層数 64 64 64 64 64 

テーパー乗数 4.0 4.0 4.0 4.0 4.0 

減衰係数最大値 0.050 0.100 0.200 0.300 0.400 

直接波の音圧最大値 7488.297 7488.297 7488.297 7488.297 7488.297 

            

本研究           

反射波の音圧最大値 0.752559 0.007324 0.002091 0.002979 0.004637 

ピーク音圧比 0.01005 0.000098 0.000028 0.000040 0.000062 

            

既往研究           

反射波の音圧最大値 0.692172 0.057894 0.092909 0.122039 0.171384 

ピーク音圧比 0.009243 0.000773 0.001241 0.00163 0.002289 

図 5.8 減衰係数最大値によるピーク音圧比の推移の値 

 

 

 次に、72 までの 8 の倍数の層数別に、減衰係数最大値を変数としたピーク音圧比の推移

を図 5.9～5.17 に示す。図 5.9～5.17 から、最適な減衰係数最大値は、層数が増えるにつれて

小さくなることがわかる。 

  



23 
 

 
 

層数 8 8 8 8 8 

テーパー乗数 4.0 4.0 4.0 4.0 4.0 

減衰係数最大値 0.356 0.357 0.358 0.359 0.360 

直接波の音圧最大値 7488.297 7488.297 7488.297 7488.297 7488.297 

反射波の音圧最大値 1.665271 1.656362 1.656042 1.658194 1.660347 

ピーク音圧比 0.022238 0.022119 0.022115 0.022144 0.022173 

 

図 5.9 8 層の場合 
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層数 16 16 16 16 16 

テーパー乗数 4.0 4.0 4.0 4.0 4.0 

減衰係数最大値 0.260 0.261 0.262 0.263 0.264 

直接波の音圧最大値 7488.297 7488.297 7488.297 7488.297 7488.297 

反射波の音圧最大値 0.211327 0.206364 0.203826 0.204406 0.204985 

ピーク音圧比 0.002822 0.002756 0.002722 0.00273 0.002737 

 

図 5.10 16 層の場合 

 

  

0.0027

0.00272

0.00274

0.00276

0.00278

0.0028

0.00282

0.00284

0.259 0.260 0.261 0.262 0.263 0.264 0.265

ピーク音圧比

最大値



25 
 

 
 

層数 24 24 24 24 24 

テーパー乗数 4.0 4.0 4.0 4.0 4.0 

減衰係数最大値 0.210 0.211 0.212 0.213 0.215 

直接波の音圧最大値 7488.297 7488.297 7488.297 7488.297 7488.297 

反射波の音圧最大値 0.060156 0.058024 0.056901 0.057174 0.05771 

ピーク音圧比 0.000803 0.000775 0.00076 0.000764 0.000771 

 

図 5.11 24 層の場合 

 

  

0.00075

0.00076

0.00077

0.00078

0.00079

0.0008

0.00081

0.209 0.210 0.211 0.212 0.213 0.214 0.215 0.216

ピーク音圧比

最大値



26 
 

 
 

層数 32 32 32 32 32 

テーパー乗数 4.0 4.0 4.0 4.0 4.0 

減衰係数最大値 0.179 0.180 0.181 0.182 0.183 

直接波の音圧最大値 7488.297 7488.297 7488.297 7488.297 7488.297 

反射波の音圧最大値 0.022137 0.021115 0.020306 0.020396 0.020486 

ピーク音圧比 0.000296 0.000282 0.000271 0.000272 0.000274 

 

図 5.12 32 層の場合 
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層数 40 40 40 40 40 

テーパー乗数 4.0 4.0 4.0 4.0 4.0 

減衰係数最大値 0.158 0.159 0.160 0.161 0.162 

直接波の音圧最大値 7488.297 7488.297 7488.297 7488.297 7488.297 

反射波の音圧最大値 0.009194 0.008673 0.008715 0.008762 0.008809 

ピーク音圧比 0.000123 0.000116 0.000116 0.000117 0.000118 

 

図 5.13 40 層の場合 
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層数 48 48 48 48 48 

テーパー乗数 4.0 4.0 4.0 4.0 4.0 

減衰係数最大値 0.142 0.143 0.144 0.145 0.146 

直接波の音圧最大値 7488.2975 7488.2975 7488.2975 7488.2975 7488.2975 

反射波の音圧最大値 0.0043516 0.004249 0.0042742 0.004299 0.0043248 

ピーク音圧比 0.0000581 0.0000567 0.0000571 0.0000574 0.0000578 

 

図 5.14 48 層の場合 
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層数 56 56 56 56 56 

テーパー乗数 4.0 4.0 4.0 4.0 4.0 

減衰係数最大値 0.128 0.129 0.130 0.131 0.132 

直接波の音圧最大値 7488.2975 7488.2975 7488.2975 7488.2975 7488.2975 

反射波の音圧最大値 0.002525 0.0023301 0.0022908 0.0023062 0.0023215 

ピーク音圧比 0.0000337 0.0000311 0.0000306 0.0000308 0.0000310 

 

図 5.15 56 層の場合 
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層数 64 64 64 64 64 

テーパー乗数 4.0 4.0 4.0 4.0 4.0 

減衰係数最大値 0.117 0.118 0.119 0.120 0.121 

直接波の音圧最大値 7488.2975 7488.2975 7488.2975 7488.2975 7488.2975 

反射波の音圧最大値 0.00153 0.0013963 0.0013248 0.0013348 0.0013447 

ピーク音圧比 0.0000204 0.0000186 0.0000177 0.0000178 0.0000180 

 

図 5.16 64 層の場合 

 

  

0.0000175

0.000018

0.0000185

0.000019

0.0000195

0.00002

0.0000205

0.000021

0.116 0.117 0.118 0.119 0.120 0.121 0.122

ピーク音圧比

最大値



31 
 

 
 

層数 72 72 72 72 72 

テーパー乗数 4.0 4.0 4.0 4.0 4.0 

減衰係数最大値 0.108 0.109 0.110 0.111 0.112 

直接波の音圧最大値 7488.2975 7488.2975 7488.2975 7488.2975 7488.2975 

反射波の音圧最大値 0.0009705 0.0008761 0.0008116 0.0008184 0.000825 

ピーク音圧比 0.0000130 0.0000117 0.0000108 0.0000109 0.0000110 

 

図 5.17 72 層の場合 
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6. 一般化 
図 5.9～5.17 により層数ごとの最適な減衰係数最大値が求まったので、層数と最適な減衰

係数最大値の関係図を図 6.1 に示す。 

 
図 6.1 層数と最適な減衰係数最大値の関係図 

 

 この図から、層数と最適な減衰係数最大値には一定の関係性があると考えられる。そこで、

図 6.1 に近似曲線を点線で追加したものを図 6.2 に示す。また、図 6.2 と比較するために、

既往研究で得られた関係図を図 6.3 に示す。 

 
図 6.2 図 6.1 の近似曲線 
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図 6.3 既往研究での関係図、近似曲線 

 

 図 6.2 で示す近似曲線の決定定数は 0.9956 であり、十分に精度の高い近似であるといえ

る。最適な最大値を y、層数を x とすれば、この近似曲線の式は次式で表される。 

 
54.01471.1 −= xy      (6.1) 

 

この式により、どのような層数でも最適な減衰係数最大値を求めることが可能である。ま

た、本研究の結果は既往研究のものと比べて、それぞれの層数ごとの最適な最大値が大きく

なっていることがわかる。なお、空間離散化幅を変化させてもクーラン数が同じであれば、

同じ結果になることを確認している。 
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7. 考察とまとめ 
PML の性能を決定する要素である層数、テーパー乗数、減衰係数最大値は次のように決

定する。層数は多いほど性能の良い PML になるが、層数が増えるにつれて計算量が増すの

でコストに適した値を設定すればよい。テーパー乗数は 4.0 が最適値である。減衰係数最大

値は、設定した層数に対して式(6.1)を用いて最適値を算出する。層数 16 の場合について、

既往研究と本研究のそれぞれについて最適な PML を設定した場合の音圧時間波形を図 7.1

に示す。これにより、既往研究のピーク音圧比より本研究のピーク音圧比の方が小さい値に

なり、より性能の良い PML を作成することが可能となったことがわかる。 

 

 

 

  既往研究 本研究 

層数 16 16 

テーパー乗数 4.0 4.0 

減衰係数最大値 0.165 0.262 

直接波の音圧最大値 7488.297 7488.297 

反射波の音圧最大値 2.099839 0.203826 

ピーク音圧比 0.028042 0.002722 

 

図 7.1 既往研究と本研究のピーク音圧比の比較 
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