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1 はじめに 

1.1 研究背景 

FDTD 法とは空間を離散化し、微分方程式の微分の部分を差分で近似する差分法の１種であり、

日本語では時間領域有限差分法などと訳される。元々は電磁場解析の手法であるが、様々な波動

伝搬問題に展開が可能で建築音響にも応用できる。この手法では空間をグリッドセルに分割し解

析を行う。FDTD 法を用いて音の解析をする際、ある境界に到達した音の反射特性を再現するた

めに導入される条件として境界条件がある。その境界条件の１つにインピーダンス境界があり、

値を変えることで剛壁や完全吸音壁等のさまざまな壁を容易に想定することができる。だが、厳

密には壁表面に境界条件を与えているだけで、その背後の壁の振動が考慮されていない問題があ

る。 
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1.2 研究目的 

本研究では、FDTD 法を用いた解析において表面に吸音性を持った壁が振動する場合、すなわ

ち、音響的にも弾性的にも剛ではない壁の音の伝搬 (空気と固体の伝搬)を考慮できる境界条件に

関する検討を行い、解析的な解とその比較からその有効性を検証する。 
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２ インピーダンス境界の定義による誤差 

2.1 FDTD 法を用いた手法 

2.1.1 FDTD 法による音場解析の概要[1] 

 

 

         図 1 解析対象空間内の微小体積（運動方程式） 

 

解析対象空間内の微小体積を図 1 に示す。空気の密度を𝜌଴、変位を𝑢௫、音圧を𝑃ሺ𝑥ሻ、微小体積

の各辺の長さを∆𝑥、∆𝑦、∆𝑧とすると𝑥方向運動方程式は、 

 𝜌଴∆𝑥∆𝑦∆𝑧 𝜕ଶ𝑢௫𝜕𝑡ଶ ൌ ሼ𝑃ሺ𝑥ሻ − 𝑃ሺ𝑥 ൅ ∆𝑥ሻሽ∆𝑦∆𝑧 (1)   

となり、速度を𝑣௫とすると(1)式は 

 𝜌଴ 𝜕ଶ𝑢௫𝜕𝑡ଶ ൌ −𝑃ሺ𝑥 ൅ ∆𝑥ሻ − 𝑃ሺ𝑥ሻ∆𝑥 𝜌଴ 𝜕ଶ𝑢௫𝜕𝑡ଶ ൌ∆௫→଴ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ − 𝜕𝑃𝜕𝑥 → 𝜌଴ 𝜕𝑣௫𝜕𝑡 ൌ −𝜕𝑃𝜕𝑥 (2)   

と変形できる。同様に𝑦方向運動方程式は 

𝑧方向運動方程式は 

 𝜌଴ 𝜕𝑣௭𝜕𝑡 ൌ −𝜕𝑃𝜕𝑧  (4)   

となる。これらより、運動方程式を差分近似すると 

 𝜌଴ 𝜕𝑣௬𝜕𝑡 ൌ −𝜕𝑃𝜕𝑦 (3)   
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⎩⎪⎪⎪
⎨⎪
⎪⎪⎧𝜌଴ 𝜕𝑣௫𝜕𝑡 ൌ −𝜕𝑃𝜕𝑥 → 𝜌଴ 𝑣௫௡ାଵଶ ቀ𝑖 ൅ 12 , 𝑗, 𝑘ቁ − 𝑣௫௡ିଵଶ ቀ𝑖 ൅ 12 , 𝑗, 𝑘ቁ∆𝑡 ൌ −𝑃௡ሺ𝑖 ൅ 1, 𝑗, 𝑘ሻ − 𝑃௡ሺ𝑖, 𝑗, 𝑘ሻ∆𝑥𝜌଴ 𝜕𝑣௬𝜕𝑡 ൌ −𝜕𝑃𝜕𝑦 → 𝜌଴ 𝑣௫௡ାଵଶ ቀ𝑖, 𝑗 ൅ 12 , 𝑘ቁ − 𝑣௬௡ିଵଶ ቀ𝑖, 𝑗 ൅ 12 , 𝑘ቁ∆𝑡 ൌ −𝑃௡ሺ𝑖, 𝑗 ൅ 1, 𝑘ሻ − 𝑃௡ሺ𝑖, 𝑗, 𝑘ሻ∆𝑦
𝜌଴ 𝜕𝑣௭𝜕𝑡 ൌ −𝜕𝑃𝜕𝑧 → 𝜌଴ 𝑣௭௡ାଵଶ ቀ𝑖, 𝑗, 𝑘 ൅ 12ቁ − 𝑣௭௡ିଵଶ ቀ𝑖, 𝑗, 𝑘 ൅ 12ቁ∆𝑡 ൌ −𝑃௡ሺ𝑖, 𝑗, 𝑘 ൅ 1ሻ − 𝑃௡ሺ𝑖, 𝑗, 𝑘ሻ∆𝑧

 
(5)   

となる。ここで𝑖、𝑗、𝑘は空間ステップ数、𝑛は時間ステップ数を表す。これより𝑣௫の更新式は 

 𝑣௫௡ାଵଶ ൬𝑖 ൅ 12 , 𝑗, 𝑘൰ ൌ 𝑣௫௡ିଵଶ ൬𝑖 ൅ 12 , 𝑗,𝑘൰ − ∆𝑡𝜌଴∆𝑥 ሼ𝑃௡ሺ𝑖 ൅ 1, 𝑗,𝑘ሻ − 𝑃௡ሺ𝑖, 𝑗,𝑘ሻሽ (6)   

となる。ここで、音速を𝑐଴、特性インピーダンスを𝑍௡ ൌ 𝜌଴𝑐଴、クーラン数を𝛼 ൌ 𝑐଴ ∆௧∆௫とおくと 

 𝑣௫௡ାଵଶ ൬𝑖 ൅ 12 , 𝑗, 𝑘൰ ൌ 𝑣௫௡ିଵଶ ൬𝑖 ൅ 12 , 𝑗,𝑘൰ − 𝛼𝑍𝑛 ሼ𝑃௡ሺ𝑖 ൅ 1, 𝑗,𝑘ሻ − 𝑃௡ሺ𝑖, 𝑗,𝑘ሻሽ (7)   

と表せる。また、連続の式は以下のようになる。 

 

図 2 解析対象空間の微小体積（連続の式）  

図 2 に改めて解析対象空間の微小体積を示す。 

ここで図中それぞれの体積は 𝑉 ൌ ∆𝑥∆𝑦∆𝑧 𝑉 ൅ ∆𝑉 ൌ ሺ∆𝑥 ൅ ∆𝑢௫ሻ൫∆𝑦 ൅ ∆𝑢௬൯ሺ∆𝑧 ൅ ∆𝑢௭ሻ ≒ ∆𝑥∆𝑦∆𝑧 ൅ ∆𝑦∆𝑧∆𝑢௫ ൅ ∆𝑥∆𝑦∆𝑢௭ ൅ ∆𝑥∆𝑧∆𝑢௬である。 

体積弾性率ሺൌ 𝜌଴𝑐଴ଶሻを𝐾とすると 

                    𝑃 ൌ −𝐾 ∆𝑉𝑉  

ൌ −𝐾∆𝑦∆𝑧∆𝑢௫ ൅ ∆𝑥∆𝑦∆𝑢௭ ൅ ∆𝑥∆𝑧∆𝑢௬∆𝑥∆𝑦∆𝑧  

                       ൌ −𝐾 ൬∆𝑢௫∆𝑥 ൅ ∆𝑢௬∆𝑦 ൅ ∆𝑢௭∆𝑧 ൰ 
(8)   



7 
 

𝑣を速度ベクトルとし、この両辺を時間で微分し、極限をとると 

 𝜕𝑃𝜕𝑡 = −𝐾 ቆ𝜕𝑣௫𝜕𝑥 + 𝜕𝑣௬𝜕𝑦 + 𝜕𝑣௭𝜕𝑧 ቇ (9)   

となり、(9)式は 

 𝑃௡ାଵሺ𝑖, 𝑗,𝑘ሻ − 𝑃௡ሺ𝑖, 𝑗,𝑘ሻ∆𝑡
= −𝐾ቐ𝑣௫௡ାଵଶ ቀ𝑖 + 12 , 𝑗,𝑘ቁ − 𝑣௫௡ାଵଶ ቀ𝑖 − 12 , 𝑗, 𝑘ቁ∆𝑥
+ 𝑣௬௡ାଵଶ ቀ𝑖, 𝑗 + 12 ,𝑘ቁ − 𝑣௬௡ାଵଶ ቀ𝑖, 𝑗 − 12 , 𝑘ቁ∆𝑦
+ 𝑣௭௡ାଵଶ ቀ𝑖, 𝑗, 𝑘 + 12ቁ − 𝑣௭௡ାଵଶ ቀ𝑖, 𝑗, 𝑘 − 12ቁ∆𝑧 ቑ 

(10)  

となる。これより𝑃௡ାଵの更新式は 

 𝑃௡ାଵሺ𝑖, 𝑗, 𝑘ሻ = 𝑃௡ሺ𝑖, 𝑗, 𝑘ሻ − 𝛼𝑍௡ ൜𝑣௫௡ାଵଶ ൬𝑖 + 12 , 𝑗, 𝑘൰ − 𝑣௫௡ାଵଶ ൬𝑖 − 12 , 𝑗, 𝑘൰ൠ
− 𝛼𝑍௡ ൜𝑣௬௡ାଵଶ ൬𝑖, 𝑗 + 12 , 𝑘൰ − 𝑣௬௡ାଵଶ ൬𝑖, 𝑗 − 12 , 𝑘൰ൠ
− 𝛼𝑍௡ ൜𝑣௭௡ାଵଶ ൬𝑖, 𝑗, 𝑘 + 12൰ − 𝑣௭௡ାଵଶ ൬𝑖, 𝑗, 𝑘 − 12൰ൠ 

(11)  

となる。 
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2.1.2 １次元の更新式 

本研究の解析では１次元の場合を仮定して、𝑥方向についてのみ考える。以下に今回の解析での

流れを示す。 𝑖を空間ステップ数、𝑛を時間ステップ数、音圧を𝑝、粒子速度を𝑣とし、クーラン数

を𝐶、比音響インピーダンスを𝑍௡とし、条件としてある一点に音圧の時間波形を与える。粒子速度

の更新式は(7)式の値より 

 𝑣௡ାଵଶ ൬𝑖 + 12൰ = 𝑣௡ିଵଶ ൬𝑖 + 12൰ − 𝐶𝑍𝑛 ሼ𝑝௡ሺ𝑖 + 1ሻ − 𝑝௡ሺ𝑖ሻሽ (12)  

となる。音圧の更新式は(11)式と(12)式より 

 𝑝௡ାଵሺ𝑖ሻ = 𝑝௡ሺ𝑖ሻ − 𝐶𝑍௡ ൜𝑣௡ାଵଶ ൬𝑖 + 12൰ − 𝑣௡ାଵଶ ൬𝑖 − 12൰ൠ (13)  

となる。 

次に境界条件を設定する。例えば、𝑖 = 𝑖଴に置かれた剛壁の場合、境界面の粒子速度は 0 になる

ので𝑣(𝑖଴) = 0.0となる。(12)(13)式、および境界条件を逐次計算することで音圧と粒子速度が更新

される。 
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2.2 境界条件の検討 

2.2.1 音響的にも剛で弾性的にも剛でない壁のモデル化 

壁面の境界条件として、音響的に剛で弾性的に剛でない壁と弾性的に剛で音響的に剛でない壁の

２種類の壁を考える。まず、図 3 に示すような音響的に剛な壁について空気中の粒子速度を𝑣௔、
固体中の粒子速度を𝑣௕として 

 𝑣௔ = 𝑣௕ (14)  

の関係が成り立つ。 

 

 
 
 
  

図 3 音響的にも剛で弾性的にも剛でない壁 
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2.2.2  弾性的に剛で音響的に剛でない壁のモデル化 

次に弾性的に剛で音響的に剛でない壁については図 4のように境界面にインピーダンスを仮定

し、粒子速度𝑣௔は境界面の音圧𝑝と比音響インピーダンス𝑍௡によって 

 𝑣௔ = 𝑝𝑍௡ (15)  

となる。 

 

 
  

図 4 弾性的に剛で音響的に剛でない壁 
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2.2.3 音響・弾性的に剛でない壁のモデル化 

本研究で解析したい音響・弾性的に剛でない場合の境界条件について、音響的に剛で弾性的に

剛でない壁の場合の(14)式と、弾性的の剛で音響的に剛でない壁の場合の(15)式を合わせ、 

 

 𝑣௔ = 𝑣௕ − 𝑃𝑍௡ (16)  

が得られ、これを境界条件として考える。[2] 

 

 

  

図 5 音響的にも弾性的にも剛でない壁 
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2.2.4 粒子速度と音圧の定義位置のズレ 

FDTD 法において、音圧と粒子速度の定義点は半グリッドずれている。したがって、図 6 に示

すような壁面の粒子速度を求めるには、半グリッドずれた隣の音圧を用いて粒子速度を求める。 

 

 

 

図 6 粒子速度と音圧の定義位置のズレ 

 
 
 
音響的にも弾性的にも剛ではない壁の音の伝搬について、(15)式からなる(16)式を使用すると上記

のように半グリッド分のずれを持つので、それによる誤差について検証する必要がある。 
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2.3 吸音率αと比音響インピーダンスの関係（確認） 

2.3.1 方法 

建築音響では、境界における吸音条件として吸音率が用いられることが多い。 

垂直入射吸音率𝛼と比音響インピーダンス𝑍௡の間には次の関係がある。 

 2

00

001
cZ
cZ

n

n

ρ
ρα

+
−

= －  (17)  

𝛼より𝑍௡を求めると、 

 

α
αρ

−−
−+=

11
11

00cZn  (18)  

図 7 は空気密度𝜌଴ = 1.205 kg/𝑚ଶ、音速𝑐଴ = 340 m/s としたときの主な値をまとめたグラフであ

る。吸音率１のとき𝑍௡は 410 に収束し、また、𝛼 = 0.0のときは𝑍௡ = ∞である。 

 

      図 7 垂直入射吸音率αと比音響インピーダンス𝒁𝒏の関係 

 

図 7 の関係が FDTD 法においても、垂直入射吸音率𝛼と比音響インピーダンス𝑍௡の関係が成り立

つのかを検証する。 
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2.3.2 条件設定 

 

 

             図 8 2.3 モデル図（1 次元）  

 

垂直入射吸音率𝛼と比音響インピーダンス𝑍௡の関係の検証のための１次元のモデルの条件設定

を図 8 に示す。左の壁は剛とみなし、それぞれの壁から 1000 mm 離れた位置に音源と受音点を

置く。右の壁の吸音率が 0.1、0.2、0.3、0.5、0.7、0.9 のときを調べる。音圧と粒子速度から吸

音率を求める。入力波は𝑒ିଶൈଵ଴ళൈ(௧ି଴.଴଴ହ)మのガウシアンパルスで、時間分割数∆𝑡 = 2.5 ൈ 10ି଺ s、
空間分割幅∆𝑥 = 1 mmとする。 

  

[mm] 
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2.3.3 結果 

 垂直入射吸音率αと音響インテンシティの比較したグラフを図 9 に示す。 

 

 
 
       図 9 垂直入射吸音率αと音響インテンシティの比較 
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2.3.4 考察 

それぞれの吸音率のときの数値解が解析解とほぼ等しい値を取っていた。つまり、図 9 の結果

より、FDTD 法においても垂直入射吸音率𝛼と比音響インピーダンス𝑍௡の関係が成り立つと言え

る。 
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2.4 ∆𝒙の増加による誤差 

2.4.1 方法 

次に誤差の原因の一つでもあるグリッド（点）の幅∆𝑥を大きくしていくことで、どの程度の誤

差が生じるか検討する。 

 
 
 
 
 
2.4.2 条件設定 

2.3.2 条件設定の図 8 のときと同じく左の壁は剛とみなし、それぞれの壁から 1000 mm 離れた

位置に音源と受音点を置く。音圧と粒子速度から吸音率を求める。右の壁の吸音率が 0.0、0.2、

0.4、0.6、0.8、1.0 のとき、∆𝑥は 1 mm、5 mm、10 mm、50 mm、100 mm、500 mmについて調

べる。入力波は𝑒ିଶ×ଵ଴ళ×(௧ି଴.଴଴ହ)మ、∆𝑡 = 2.5 × 10ି଺ s、とする。ただし、分割幅を増やすと FDTD

法の安定条件を満たさない場合は入力波や∆𝑡を調整して解析を行う。∆𝑥=1 のときは∆𝑡 =2.64 × 10ି଺に、∆𝑥=5、10 のときは∆𝑡 = 2.64 × 10ିହに、∆𝑥=50、100 のときは∆𝑡 = 1.470 × 10ିସか
つ、入力波は𝑒ିଶ×ଵ଴ల×(௧ି଴.଴଴ହ)మに変更している。 
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2.4.3 結果 ∆𝑥の増加による誤差をまとめたグラフを図 10 に示す。 

 

 
                         図 10 ∆𝒙の増加による誤差 
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2.4.4 考察 1 mm、5 mm、10 mm、50 mm、100 mmと∆𝑥が大きくなるほど誤差が大きくなるのが分かる。

特に100 mmで誤差が目立つ。500 mm についても解析を行ったが、誤差が大きすぎて値が出なか

ったが100 mmのグラフよりもさらにずれたグラフになると考えられる。 
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2.5 周波数ごとの吸音率αの違い 

2.5.1 方法 

図 11 に示すようにガウシアンパルスであってもフーリエ変換すると高い周波数、低い周波数

などいろいろな波形に分けることが可能である。ここで、低い周波数は傾きが緩やかなので、あ

る点の値とある点から∆𝑥だけ離れた値との差は少なくなり、逆に高い周波数は傾きが急なので、

ある点の値とある点から∆𝑥だけ離れた値との差は大きくなる。したがって、周波数によってFDTD

法の数値解に違いがある可能性がある。よって、周波数ごとの吸音率𝛼の違いについて検証する。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

             図 11 波形の合成と分解 
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2.5.2 条件設定 

 

 

            図 12 2.5 モデル図（１次元） 

 
周波数ごとの吸音率𝛼の違いの検証のための１次元のモデルの条件設定を図 12 に示す。入力波

形はガウシアンパルスから sin 波に変更し、左壁は完全吸音にして右壁の吸音率を変化させ、吸

音律の再現性による誤差について検証する。吸音率𝛼は 0.0、0.2、0.4、0.6、0.8、1.0 のとき、周

波数𝑓は 62.5 Hz、125 Hz、250 Hz、500 Hz、1000 Hz のときについて調べ、音圧と粒子速度よ

り吸音率を求める。右側の壁から 3000 mm 離れた位置に音源を、右側の壁面上に受音点を置く。

また、∆𝑥は10 mmとする。 

  

[mm] 
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2.5.3 結果 

解析解と数値解の誤差をまとめたグラフを図 13 に示す。 

 

       図 13 周波数ごとの吸音率𝜶の解析解と数値解 
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2.5.4 考察 

吸音率 0.0 では周波数によって数値解にバラつきが多いように見える。高い周波数でも低い周

波数でも多かれ少なかれ誤差があるが、いずれも 1％以下で非常に僅差である。実際には FDTD

法では分割数が十分に小さくなるよう設定する場合が多く、半グリッドずれた場所の音圧𝑝を使用

することによる誤差は周波数にほぼ関係ないと言える。 
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2.6 まとめ 

まとめとして、FDTD 法においても垂直入射吸音率𝛼と比音響インピーダンス𝑍௡の関係は成り

立つ。また、周波数による影響はほぼ関係ない。したがって、半グリッドずれた位置の音圧𝑝を使

用する誤差はほとんどないと言える。よって、音響的にも弾性的にも剛でない場合の境界条件に

ついて次章以降、(16)式の境界条件と半グリッドずれた位置の音圧を用いて解析を行う。 
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３ 剛でない壁の伝搬音の解析 

3.1 壁の強制振動 

3.1.1 方法 

前章までの検討結果を踏まえて、図 14 のような剛でない壁を強制振動させた場合、つまり固

体音の予測[3] [4]について検証する。まず、FDTD 法による数値解を比較するために解析解を考

える。 

 

壁を速度𝑉௕で振動させたときのモデルを図 14 に示す。音圧を𝑝、粒子速度を𝑢、振幅を𝑃、波数を𝑘とすると 

 𝑝 = 𝑃𝑒௜௞௫ (19)  
粒子速度を𝑣、空気の密度を𝜌଴、音速を𝑐଴とすると 

 𝑣 = 1𝜌0𝑐0 𝑃𝑒௜௞௫ (20)  

となる。壁面上は𝑥 = 0なので音圧は(19)式より    

 𝑝(0) = 𝑃 (21)  
粒子速度は(20)式より 

 𝑣(0) = 1𝜌0𝑐0 𝑃 (22)  

となる。境界条件は、比音響インピーダンスを𝑍௡とすると 

 𝑣(0) = 𝑉௕ − 𝑝(0)𝑍𝑛  (23)  

となり、(22)、(23)式より 

図 14 壁の強制振動の解析解モデル 
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 1𝜌𝑐 𝑃 = 𝑉௕ − 𝑝(0)𝑍𝑛  (24)  

(24)式を解くと 

 𝑃 = 11𝜌0𝑐0 + 1𝑍𝑛 𝑉௕ (25)  

となる。また、剛な場合の𝑃は 

 𝑃剛 = 𝜌0𝑐0𝑉௕ (26)  
となる。(25)、(26)式の比をとると 

 𝑃𝑃剛

=
11𝜌0𝑐0 + 1𝑍𝑛𝜌0𝑐0  

(27)  

となり、変形すると 

 𝑃𝑃剛

= 11 + 𝜌0𝑐0𝑍𝑛  (28)  

となる。つまり、剛な場合に比べて振幅𝑃は ଵଵାഐబ೎బೋ೙ 倍になる。 

  



27 
 

3.1.2 条件設定 

 

図 15 に壁の強制振動のモデル図を、図 16 に音圧と粒子速度の更新モデルを示す。入力波は𝑉௕sin(𝜔𝑡)、𝑉௕ =1 で、周波数𝑓は 62.5 Hz、125 Hz、250 Hz、500 Hz、1000 Hz のとき、吸音率𝛼は 0.0、0.2、0.4、0.6、0.8、1.0 のときについて調べる。音圧は半グリッドずれた位置の値を使

用し、境界条件は(16)式を使用する。また、音圧と粒子速度の振幅を求め、数値解は(28)式の解析

解と比較する。 

  

図 16 音圧と粒子速度の更新モデル 

図 15 壁の強制振動モデル図 

[mm] 
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3.1.3 結果 

 音圧𝒑の振幅を図 18 に、粒子速度𝒖の振幅を図 17 に示す。 

 

 

 

 

  

図 18 音圧𝒑の振幅 

図 17 粒子速度𝒖の振幅 
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3.1.4 考察 

前章の結果同様、周波数による誤差はあまり見られず、数値解と解析解は同じ値を取っていた。 
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3.2 剛でない壁 

3.2.1 方法 

 

次に剛でない壁について検証する。まず、FDTD 法による数値解と比較するために解析解 [5][6]

を考える。ここでは透過率𝜏について比較する。剛でない壁の理論モデルを図 19 に示す。入射側

の音圧を𝑝଴、粒子速度を𝑣଴、反射波の振幅を𝑅、波数𝑘、空気の密度を𝜌଴、音速を𝑐଴とすると入射

側の音圧と粒子速度は 

 𝑝଴(𝑥) = 𝑒௜௞௫ + 𝑅𝑒ି௜௞௫ (29)   
 𝑣଴(𝑥) = 1𝜌଴𝑐଴ ൫𝑒௜௞௫ − 𝑅𝑒ି௜௞௫൯ (30)   

となる。透過側の音圧を𝑝௧、粒子速度を𝑣௧、振幅を𝑇とすると透過側の音圧と粒子速度は 

 𝑝௧(𝑥) = 𝑇𝑒௜௞௫ (31)   
 𝑣௧(𝑥) = 𝑇𝜌଴𝑐଴ 𝑒௜௞௫ (32)   

となる。また、厚さを𝑑、壁の密度を𝜌௖、壁の振動を𝑉௕とすると運動方程式は 

 𝜌௖ 𝜕𝑉௕𝜕𝑡 = 𝑝଴(0) − 𝑝௧(0)𝑑  (33)  

となり、(33)式より𝑉௕は 

 𝑉௕ = −𝑝଴(0) − 𝑝௧(0)𝑖𝜔𝜌௖𝑑  (34)  

となる。境界条件は弾性的に剛と仮定すると 

インピーダンスなしのとき 

 𝑣଴(0) = 𝑣௕ = 𝑣௧(0) (35)  
インピーダンスありのとき、入射側の比音響インピ－ダンスを𝑍଴、透過側の比音響インピ－ダ

図 19 剛でない壁の理論モデル 
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ンスを𝑍௧として 

 𝑣଴(0) = 𝑣௕ + 𝑝଴(0)𝑍଴  

𝑣௧(0) = 𝑣௕ − 𝑝௧(0)𝑍௧  

 

(36)  

となる。 

 

インピーダンスなしのときについて(35)式に(30)、(32)、(34)式を代入すると 

 1𝜌଴𝑐଴ (1 − 𝑅) = − 1 + 𝑅 − 𝑇𝑖𝜔𝜌௖𝑑 = 1𝜌଴𝑐଴ 𝑇 (37)  

となり、ここでA = ఠ𝜌𝑐𝑑𝜌0𝑐0とおくと 

 2𝑖𝐴(1 − 𝑅) = −1 − 𝑅 + 𝑇 = 2𝑖𝐴𝑇 (38)  
(38)式より 

 𝑅 = 1 − 𝑇 −1 − 𝑅 + 𝑇 = 2𝑖𝐴𝑇 
(39)  

となり、𝑇について解くと 

 𝑇 = 11 − 𝑖𝐴 (40)  

となり、透過側の振幅が求まる。透過率を𝜏として(40)式より透過率𝜏を求める。透過振幅が𝑇、入

射振幅が 1 とすると 

 𝜏 = |𝑇|ଶ|1|ଶ (41)  

ここで、𝐴を戻すと 

 𝜏 = 11 + ൬𝜔𝜌௖𝑑2𝜌଴௖బ൰ଶ (42)  

となる。 

 

次に、インピーダンスありのときについて(36)式に(30)、(32)、(34)式を代入すると 

 1𝜌଴𝑐଴ (1 − 𝑅) = − 1 + 𝑅 − 𝑇𝑖𝜔𝜌௖𝑑 + 1 + 𝑅𝑍଴  (43)  

 1𝜌଴𝑐଴ (𝑇) = − 1 + 𝑅 − 𝑇𝑖𝜔𝜌௖𝑑 − 𝑇𝑍௧ (44)  

 

(43)、(44)式を連立して𝑇について解くと 
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 𝑇 = 11 + 𝜔𝜌௖𝑑2𝑖𝜌଴𝑐଴ + 𝜔𝜌௖𝑑2𝑖𝑍௧ + 𝜌଴𝑐଴2𝑍௧ + 𝜔𝜌௖𝑑2𝑖𝑍଴ + 𝜌଴𝑐଴2𝑍଴ + 𝜔𝜌௖𝑑𝜌଴𝑐଴2𝑖𝑍଴𝑍௧  (45)  

となり、(45)式より透過率𝜏を求めると 

 𝜏 = ተ 11 + 𝜔𝜌௖𝑑2𝑖𝜌଴𝑐଴ + 𝜔𝜌௖𝑑2𝑖𝑍௧ + 𝜌଴𝑐଴2𝑍௧ + 𝜔𝜌௖𝑑2𝑖𝑍଴ + 𝜌଴𝑐଴2𝑍଴ + 𝜔𝜌௖𝑑𝜌଴𝑐଴2𝑖𝑍଴𝑍௧ ተଶ (46)  

となる。よって、数値解は(42)、(46)式と比較する。 
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FDTD 法で解析する際、剛でない壁の透過する音についても考慮するので、壁中の更新式を求

める必要がある。連続の式を立てて、体積弾性率を𝐾とおくと 

 𝜕𝑝𝜕𝑡 = −𝐾 𝜕𝑢𝜕𝑥 (47)  

(47)式より音圧の更新式は 

 𝑝௜௡ାଵ = 𝑝௜௡ − 𝜌଴𝑐଴ଶ ∆𝑡∆𝑥 ቆ𝑢௜ାଵଶ௡ାଵଶ − 𝑣௜ିଵଶ௡ାଵଶቇ (48)   

運動方程式を立てると 

(49)式より粒子速度の更新式は 

 𝑣௜ାଵଶ௡ାଵଶ = 𝑣௜ାଵଶ௡ିଵଶ − 1𝜌଴ ∆𝑡∆𝑥 (𝑝௜ାଵ௡ − 𝑝௜௡ ) (50)   

 

次に壁中の応力𝜎と壁中の粒子速度𝑣௕の更新式を求める。変位を𝑈とするとフックの法則は 

 𝜎 = 𝐸𝜀 = 𝐸 𝜕𝑈𝜕𝑥  (51)  

(51)式より応力𝜎の更新式は 

 𝜎௜௡ାଵ = 𝜎௜௡ + 𝐸 ∆𝑡∆𝑥 ቆ𝑣௕௡ାଵଶ௡ାଵଶ − 𝑣௕௡ିଵଶ௡ାଵଶቇ (52)  

となる。 

 

中央にある壁について考える。左側の壁面上について、壁材と空気の平均密度を𝜌௕とすると 

 𝑣௕௜ାଵଶ௡ାଵଶ = 𝑣௕௜ାଵଶ௡ିଵଶ + 1𝜌௕ ∆𝑡∆𝑥 (𝜎௜ାଵ௡ + 𝑝௜௡) (53)  

となり、左側の壁面上の粒子速度が求まる。同様に右側の壁面上の粒子速度は 

 𝑣௕௜ାଵଶ௡ାଵଶ = 𝑣௕௜ାଵଶ௡ିଵଶ − 1𝜌௕ ∆𝑡∆𝑥 (𝜎௜ାଵ௡ + 𝑝௜௡) (54)  

となる。 

 

 

 

 𝜌଴ 𝜕𝑢𝜕𝑡 = −𝜕𝑝𝜕𝑥 (49)   
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壁面の更新のモデルを図 20 に示す。①に示す空気中の音圧と壁中の応力から壁側壁面の粒子

速度を更新する。次に②に示すように①の粒子速度と比音響インピーダンスと空気中の音圧から

空気側壁面の粒子速度を更新する。そして、③に示すように①と②で求めた値から空気中の音圧

と壁中の応力を更新する。以上の手順①から③を繰り返し壁面の音圧と粒子速度を更新する。 

 

 

 

 

  

図 20 壁面の更新モデル 
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3.2.2 条件設定 

剛でない壁のモデルを図 21 に示す。 

 

図 21 剛でない壁のモデル図 

 

入力波は𝑉௕sin(𝜔𝑡)、𝑉௕ =1、壁の密度は𝜌௖ = 100 kg/m3、ヤング率は𝐸 = 4.0 × 10଼ N/mଶで周波数𝑓は 62.5 Hz、125 Hz、250 Hz、500 Hz、1000 Hz のとき、吸音率𝛼は 0.0、0.2、0.4、0.6、0.8、

1.0 のときについて調べる。音圧は半グリッドずれた位置の値を使用し、境界条件は(16)式を使用

する。また、壁の透過率を求め(42)、(46)式の解析解と比較する。 

 

  

[mm] 
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3.2.3 結果 

剛でない壁の解析解と数値解の比較を図 22 に示す。 

 

 

図 22 剛でない壁の解析解と数値解の比較 

 

  

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

透
過

率
τ

吸音率α

解析解(1000Hz)

FDTD(1000Hz)

解析解(500Hz)

FDTD(500Hz)

解析解(250Hz)

FDTD(250Hz)

解析解(125Hz)

FDTD(125Hz)



37 
 

3.2.4 考察 

図 22 のグラフより、いずれの数値解も解析解と同じ値を示しているのがわかる。よって剛で

ない壁においてもある程度、FDTD 法による結果は正しいと言える。また、62.5 Hz のときの波

長が長い為、解析できなかったのでグラフは省略している。 

 

  



38 
 

3.3 バネマスを用いた解析 

3.3.1 方法 

3.2 までの理論では、吸音材等が持つ周波数特性を再現できていない。また、壁を押す音圧が正

確ではない。これらの問題を解決する手法として参考文献[7]のようなバネとマスとダッシュポッ

トを２つ連続させたものを用いたモデルで解析を行う。ここでは吸音率と透過率、透過損失につ

いて比較する。まず、FDTD 法による数値解と比較するために解析解を考える。 

 

壁面上について入射音圧を𝑝௜、反射音圧を𝑝௥とすると音圧𝑝は 

 𝑝 = 𝑝௜ + 𝑝௥ = 𝑒𝑖𝑘𝑥 + 𝑅𝑒𝑖𝑘𝑥 (55)   
となる。 

ここで、複素音圧反射係数𝑅を 

 𝑅 = 𝑎 + 𝑏𝑖 (56)  
とし、(55)式は 

 𝑝 = ඥ(1 + 𝑎)ଶ + 𝑏ଶ cos(𝑘𝑥 + 𝛿ଵ) + 𝑖ඥ(1 − 𝑎)ଶ + 𝑏ଶ cos(𝑘𝑥 + 𝛿ଶ) (57)   
となる。同様に粒子速度について解くと 

 𝑣 = ඥ(1 + 𝑎)ଶ + 𝑏ଶ𝜌଴𝑐଴ cos(𝑘𝑥 + 𝛿ଷ) + 𝑖 ඥ(1 − 𝑎)ଶ + 𝑏ଶ𝜌଴𝑐଴ cos(𝑘𝑥 + 𝛿ସ) (58)   

となる。 

 

 

振幅を|𝑝௜| = 1とすると粒子速度を𝑣、入射粒子速度を𝑣௜として|𝑣௜| = ଵఘ௖になるので 

(57)式より 

 |𝑝| = ඥ(1 + 𝑎)ଶ + 𝑏ଶ (59)  
(58)式より  

 |𝑣| = ඥ(1 + 𝑎)ଶ + 𝑏ଶ𝜌଴𝑐଴ cos(𝑘𝑥 + 𝛿ଷ) (60)  

となる。 

 

 

また(59) (60)式より 

 |𝑝|ଶ|𝑝௜|ଶ = (1 + 𝑎)ଶ + 𝑏ଶ (61)  

 

 |𝑣|ଶ|𝑣௜|ଶ = (1 − 𝑎)ଶ + 𝑏ଶ (62)  

となり(61)(62)式を足すと 
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 |𝑝|ଶ|𝑝௜|ଶ + |𝑣|ଶ|𝑣௜|ଶ = 2(1 + 𝑎ଶ + 𝑏ଶ) (63)  

となる。ここで、吸音率𝛼は 

 𝛼 = 1 − |𝑅|ଶ = 1 − (𝑎ଶ + 𝑏ଶ) (64)  
である。 

(64)式に(63)式を当てはめると 

 𝛼 = 2 − 12ቆ |𝑝|ଶ|𝑝௜|ଶ + |𝑣|ଶ|𝑣௜|ଶቇ (65)  

となる。また、透過率𝜏と透過損失𝑇𝐿については参考文献[5][6]より導く。 
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3.3.2  条件設定 

 

 

剛でない壁のときの入射側壁面を図 23 に示すようなバネとダッシュポッドを用いたものに置

き換える。 

安定条件の都合上、吸音率の検討ときは壁の密度𝜌௖ = 100ሾkg/mଷሿ、ヤング率𝐸 = 4.0 × 10଼⌈N/mଶ⌉、∆t = 2.94117 × 10ି଺、透過率・透過損失の検討ときは壁の密度𝜌௖ = 600ሾkg/mଷሿ、ヤング率𝐸 =5.4 × 10ଽ⌈N/mଶ⌉、∆t = 3.333 × 10ି଻で解析する。定数 𝑚ଵᇱ , 𝑐ଵᇱ , 𝑘ଵᇱ ,𝑚ଶᇱ , 𝑐ଶᇱ ,𝑘ଶ′ は参考文献[7]より

SetA: 𝑚ଵᇱ = 0.01, 𝑐ଵᇱ = 4.0 × 10ଶ, 𝑘ଵᇱ = 2.3 × 10଻,𝑚ଶᇱ = 2.4, 𝑐ଶᇱ = 1.35 × 10ସ, 𝑘ଶᇱ = 1.2 × 10଼ 
SetB : 𝑚ଵᇱ = 0.001, 𝑐ଵᇱ = 5.0 × 10ଶ, 𝑘ଵᇱ = 1.4 × 10଺,𝑚ଶᇱ = 0.15, 𝑐ଶᇱ = 4.5 × 10ଶ, 𝑘ଶᇱ = 5.0 × 10଺ 
を与える。ただし、吸音率の検討ときは SetA の値を、透過率・透過損失の検討ときは SetB の値

を使用している。周波数𝑓が 200 Hz、400 Hz、600 Hz、800 Hz、1000 Hz、1200 Hz、1400 Hz、

1600 Hz のときの入射側と透過側の振幅について調べる。このときの音圧は半グリッドずれた値

を使用し、境界条件は(16)式を使用する。また、それぞれの音圧と粒子速度の振幅から吸音率と

透過率・透過損失を求め、吸音率は 3.3.1 で得た(65)式と、透過率・透過損失は参考文献[7]より

求めた値と比較する。 

 

  

図 23 壁面のバネマスモデル化 
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3.3.3 結果 

吸音率の比較を図 24 に示す。 
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 透過率の比較を図 26 に、透過損失の比較を図 25 に示す。 

 

 

 

  

図 26 透過率の比較 

図 25 透過損失の比較 
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3.3.4 考察 

吸音率については図 24 に示すように FDTD 法による解析解と数値解を比較すると全体的に低

めのグラフになっているものの近いグラフとなっている。図 25 に示す透過率についても 200 Hz

で誤差が大きく見られるが近いグラフであり、図 26 に示す透過損失については 200 Hz 付近を見

ると誤差が少ないことがわかる。しかし、1600 Hz 透過損失については逆に誤差が大きいことが

わかる。 
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４ おわりに 

本研究では振動音響連成解析用のFDTDプログラムにインピーダンス境界を導入することを目

標とし、誤差の検討、剛でない壁面をバネマスに置き換えた解析を行い、以下のことが分かった。 

・FDTD 法においても垂直入射吸音率𝛼と比音響インピーダンス𝑍௡の関係は成り立つ。 

・周波数による誤差は、ほぼ関係ない。 

・粒子速度と半グリッドずれた位置の音圧を使用する誤差は無視できるほどに小さい。 

・バネマスを用いた手法は少なからず誤差は見られるが、いずれの数値解も解析解に近い妥当な

結果が得られた。 

 

今後の課題としてはバネマスの後壁面も振動する場合の解析等が挙げられる。また、このよう

な問題点を修正していくことでFDTD法による数値解と解析解の誤差がより小さくなると考える。 
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